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Introdução

PRÉ-REQUISITOS

Os pré-requisitos principais deste curso são familiaridade com
cálculo em uma e várias variáveis reais e familiaridade com equações
diferenciais ordinárias () de primeira e segunda ordem. Uma breve
recordação sobre os métodos de resolução de edos é feita no apên-
dice A para que você possa se adaptar à notação adotada neste texto
e para servir de rápida referência.

De forma mais específica, para este texto é suficiente conheci-
mento com a profundidade apresentada nos livros de cálculo de Ja-
mes Stewart1 e na parte inicial do livro de equações diferenciais de
William E. Boyce & Richard C. DiPrima2. Não é esperado conheci-
mento de análise real, complexa ou funcional, mas neste curso co-
meça a ficar evidente a importância desses temas mesmo para uma
formação que não seja exclusivamente em matemática.

Em alguns poucos pontos, usamos conceitos próprios do cálculo
vetorial e conceitos específicos sobre séries. A falta de conhecimento

1. James Stewart, Cálculo, 2013.
2. WilliamE. Boyce e Richard C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary

Value Problems, 1992.
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sobre esses assuntos não impedirá que você continue a leitura do res-
tante do texto.

AOS ESTUDANTES

O estudo das equações com derivadas parciais é, para grande
parte dos alunos, um dos pontos mais difíceis de seus cursos. Há
complicações de ordem técnica, como exercícios longos e com contas
que podem ser cansativas e fáceis de errar. Há dificuldades de ordem
teórica, como a introdução de uma boa quantidade de novas ideias
e definições, além do uso concomitante de conceitos estudados em
outros cursos. O desenvolvimento das técnicas de resolução frequen-
temente passa por raciocínios laterais que envolvem intuições tanto
da matemática quanto da física. Os teoremas têm hipóteses delicadas
sem as quais podem deixar de valer, e isso faz com que precisemos ser
bastante precisos na escrita.

Este é o ponto de seu curso em que de fato começamos a apli-
car o que aprendemos nas disciplinas de matemática para entender
um pouco a nossa realidade. É claro que não podemos esperar que
isso seja uma tarefa fácil. Em compensação, deve ser extremamente
recompensador e motivante ver como é possível usar o ferramental
desenvolvido até aqui para resolver problemas que consideramos im-
portantes.

Há ótimos livros escritos com maior grau de sofisticação do que
usaremos aqui3, mas você pode ter alguma dificuldade de entendê-
-los sem ter explorado o assunto antes. Há também ótimas obras com
enfoque mais direto4, mas talvez você não se sinta confortável e con-
fiante com esse tipo de estudo.

A abordagem escolhida aqui passa pela dedução das equações
estudadas, juntamente com a discussão das hipóteses fisicamente re-
levantes e das propriedades qualitativas das soluções. A teoria é admi-
tidamente complicada, mas tem um fluxo bastante natural de sofis-
ticação, que sempre tenta reduzir edps em edos de formas cada vez
menos elementares.

Não custa lembrar que os exercícios devem ser encarados como
parte do texto. Ao ler uma seção, tente resolver as questões e con-
sulte as respostas no final caso tenha dificuldade. Muitos exercícios
têm também alguma dica acompanhando a resposta, use-a com sa-
bedoria. No texto veremos teoremas, faremos, sempre que possível,

3. Como Lawrence C. Evans, Partial Differential Equations, 2010, por exemplo.
4. Como Erwin Kreyszig,Matemática Superior para Engenharia, 2000.
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suas provas e exploraremos a necessidade das respectivas hipóteses
com exemplos. Você já deve estar acostumado com isso se cumpriu
seu ciclo básico na universidade, e, agora, mais do que antes, será ne-
cessário lidar com esse estilo de escrita científica, pois as contas em si
são, muitas vezes, pouco ilustrativas, consomem muito tempo e são de
dificuldade razoável. Em outras palavras, apesar de os pré-requisitos
serem modestos, nesse momento, faz-se necessário um grau maior de
abstração do que antes.

As palavras “teorema” e “prova” são carregadas de conotações ne-
gativas, mas têm uma função específica na cultura científica e, por
isso, serão usadas neste texto. Convido você a pensar que teoremas e
suas provas são apenas formas de organizar resultados e as ideias que
levam a eles. Na sua maioria, os resultados apresentados neste livro
são consequência de desenvolvimentos simples, e você deve ser capaz
de entendê-los e fazer raciocínios similares nos exercícios.

Dificilmente você conseguirá absorver e dominar todo o con-
teúdo aqui apresentado em apenas um semestre. Se não estiver con-
fortável com algum resultado ou exercício, você deve tentar continuar
lendo e voltar mais tarde: isso faz parte da leitura de textos em qual-
quer área científica. Tenha certeza de que seus professores, cada um
no seu ritmo, faziam e fazem o mesmo procedimento. O aprendizado
raramente ocorre em apenas uma direção e quase nunca em veloci-
dade constante.

Finalmente, torço para que você goste da leitura, porque este
livro foi feito para você. Escrevê-lo me trouxe boas lembranças de
como se apaixonar pelo assunto. Espero que eu tenha conseguido
transmitir um pouco disso nestas páginas e desejo que você termine
sua leitura também almejando aprender mais.

AOS PROFESSORES

Este livro trata da teoria clássica das equações diferenciais par-
ciais de primeira ordem e das equações diferenciais parciais lineares
de segunda ordem em baixas dimensões.

Este material foi idealizado, quanto à sua complexidade, para es-
tar inserido nos cursos de graduação com dificuldade e pré-requisitos
compatíveis com uma formação de qualidade em matemática, física,
engenharia e afins, mas não necessariamente apenas na etapa final
desses cursos. No caso das engenharias, os cursos de graduação que
incluem disciplinas de equações diferenciais parciais ou métodos ma-
temáticos da física a oferecem no final do ciclo básico (por volta do
quarto semestre), e os alunos em geral não tiveram disciplinas dedica-
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das aos pré-requisitos de análise necessários para o entendimento de
um número considerável de resultados. Uma das abordagens possí-
veis é tratar os problemas de forma algorítmica, com pouca discussão
qualitativa. Caso esta seja a (legítima) escolha do professor, já há bom
material disponível em português de maneira comercial para auxiliá-
-lo em seu curso5. Para cursos mais avançados, temos em português
os livros de Valéria Iório6 e de Djairo G. de Figueiredo7. Além disso,
nesse caso recomendo também os livros clássicos como o de Walter
A. Strauss8, Fritz John9, Lawrence C. Evans10 e Gerald B. Folland11,
ainda que não estejam disponíveis em português.

O livro foi planejado para servir de suporte para um curso de 4
horas-aula semanais durante um semestre. Há mais material do que
é possível abordar sem pressa com essa carga horária, cabendo ao
docente escolher os temas que julgar mais importantes para apresen-
tar em aula. Começamos com uma breve introdução à história das
edps, apresentamos a notação multi-índice e uma primeira classifica-
ção para introduzir a linguagem de operadores diferenciais. Fazemos
a dedução das equações clássicas da física matemática e passamos ao
estudo das primeiras edps que os alunos provavelmente já viram em
outros cursos, como equações da forma 𝑢𝑥=0.

Realizamos um estudo em nível introdutório do método das cur-
vas características para edps de primeira ordem chegando até a reso-
lução de edps não lineares de primeira ordem, quando apresentamos
as equações de Charpit-Lagrange. A discussão dessa seção é mais am-
pla em relação ao que é apresentado na maior parte da literatura para
a graduação, mas pode ser bastante reduzida por aqueles professores
que escolherem reservar mais tempo para o estudo das equações de
segunda ordem.

Discutimos então a classificação de edps lineares de segunda or-
dem por via da generalização do método das curvas características no
método das coordenadas características. Estudamos as formas canôni-
cas das edps lineares de maneira bastante precisa, fazendo a prova do
teorema da invariância do discriminante e exibindo explicitamente
as formas canônicas das equações lineares de coeficientes constantes.
Passamos ao estudo das equações clássicas de segunda ordem, come-
çando por deduzir a solução de D’Alembert para a equação da corda

5. Consulte, por exemplo, Erwin Kreyszig,Matemática Superior para Engenharia, 2000.
6. Valéria Iório, EDP, um Curso de Graduação, 2005.
7. Djairo Guedes de Figueiredo, Análise de Fourier e Equações Diferenciais Parciais, 2000.
8. Walter A. Strauss, Partial Differential Equations: An Introduction, 2007.
9. Fritz John, Partial Differential Equations, 1982.
10. Lawrence C. Evans, Partial Differential Equations, 2010.
11. Gerald B. Folland, Fourier Analysis and its Applications, 2009.
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