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APENDICE B

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

B.1 CAPITULO 1

1. a) S={(iy) :4,5€{1,2,3,4,5,6}} =
={(1,1),(1,2),...,(1,6);(2,1),(2,2),...,(2,6);...;(6,1),(6,2),...,(6,6)}
b) $={0,1,2,3,...}
c) S={MMMM, MMMF, MMFM, MFEMM , FMMM,
MMIFF, MEMFE , MEFFM , FMMEFE , FMFM , FIFMM,
MFFF, FMFF, FFMF, FFFM, FFFF} = {M, F}*,
onde M - masculino e F - feminino (|$|=2%=16).

d) S =1{1,01'%, onde 1 denota que o proprietario tem a maquina e 0 de-
nota que nio tem a maquina (|S|=2'9=1024)

e) S ={ FFF, FFMF, FMFF, MFFF, FEMMF, FMFMF, FMMFF , MEFFMF,
MFMFF, MMFFF, FEMMMF, FMFEMMF , EMMEFMF, FMMMFF,
MMMEFF, MMFMEF, MMFFMF, MEMMEF, MEMEMF, MFFMMF)
2. a) A{nAy={CCC,CCC}
b) A§uAs = {CCC,CCC,CCC,CCC,CCC,CCTY
o) (A§nA$)¢ ={cCc,cce,cte,cece,cce,Ceey
d) A;n (AU Ag) ={CCC,CCC,CCCY
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3. Sejam S =1[0,1], A={x:1/4<x<5/8=[1/4,5/8] e B=[1/2,7/8].
Assim,
a) A={xeS:x¢ A}=[0,1/4)u(5/8,1]
b) AnB ={x:1/4<x<5/8n{xeS:x¢ B} =
=[1/4,5/81n([0,<1/2)u(7/8,11)=[1/4,1/2)
c) AuB=[1/4,7/8]. Logo, (AUB)° =[0,1/4)u(7/8,1].
d) A°uB=([0,1/4)u(5/8,1])u[1/2,7/8] =[0,1/4)u[1/2,1]

4. a) Falsa (considere w € ANnBNC) b) Verdadeira
c) Falsa (considere w € AnB)
d) Falsa (considere w € AN B°NC°).

5. a) Somente A ocorre: ANB°NCC
b) Todos ocorrem: AnBNC
¢) Ao menos dois eventos ocorrem:
(ANBNC)U(ANB NC)U(A°NnBNC)U(ANBNC)
d) Exatamente dois ocorrem: (ANBNC)U(ANB NC)uU (A°NnBNC)
e) Nao mais do que dois ocorrem: (AnBNC)¢=A°UB UC®
f) Ae Bocorrem, mas C nao: ANBNC*®
g) Pelo menos um ocorre: AUBUC
h) Exatamente um ocorre: (ANBNCS)U(ANB NC)uU (A°NnBNC)

i) Nenhum dos eventos ocorre: AN B NC*¢

6. a) Note que para cada subconjunto de r elementos extraido de um con-
junto de n elementos fica especificado um dnico conjunto de n—r
elementos (e vice-versa).

b) Para contar o nimero de subconjuntos de r elementos extraidos de
um conjunto com n+1 elementos, considere, separadamente: 1) os
conjuntos que possuem um elemento especifico dos n+1 elementos
e 2) os conjuntos que nao possuem tal elemento.

7. A prova é feita pelo principio da inducao finita. Para n=1,
1 - 1 - 1 _
-0 () adtplh = (0) a0+ (1) a' o' = atb.

Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para n. Verifiquemos a
validade da relacao para n+1:

(a+b)" = (a+b)(a+b)" = (a+b) Yo (}) a7k =
_ ZZ:O (ZL) llk+1 bn_k+ZZ:0 (Z) ak bn—k+l _

_ Z;r]l (kﬁl) ak bn+1—k+zzzo (Z) ok pntl=k
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Considerando (%) =0, se v<0 ou u< v, segue que
((l+b)n+1 _ zk;ré (kfl) le bn+1—k+zzi(1) (Z) ak bn+1—k _

_yntlroom n\1 kpn+l—k _ 5ot ontly kgntl-k

= Yo [(21)+ (k)] a" b =X ("i)a'b ,
onde a ultima igualdade decorre do resultado do exercicio 6(b).

a) Considere a=b=1 no exercicio 7. b) Similar ao item a.

c) Reescrevaa primeira parcela dasoma como (761 ) e as demais usando a
relacao do exercicio 6(a). Aplique entao, sucessivamente, o resultado
6(b) n—r vezes.

d) Determine o numero de subconjuntos com r elementos extraidos de
um conjunto de m+n elementos, dos quais exatamente n possuem
uma caracteristica especifica, calculando, para cada k=0, 1, ..., n, quan-
tos subconjuntos de r elementos possuem exatamente k elementos
com a caracteristica especifica e r—k sem a caracteristica.

e) Faca uso do item anterior. f) g) Utilize o exercicio 8(a).

h) O resultado segue diretamente dos exercicios 8(a) e 8(b).

. P(AnBNC)=P(A|BNC)P(B|C)P(C)=0,5-0,4-0,3=0,06.

Basta escrever A e B como unioes disjuntas de conjuntos, a saber,
A=ANBUANB® e B=BnAUBNAS, e aplicar o lema 1.6.2.

Como AnBC Ae AnB C B, pelo lema 1.6.4,

P(AnB) <min{P(A),P(B)}=0,6.

Por outro lado, do lema 1.6.5, do lema 1.6.4 e da defincao 1.4.2, resulta
P(A)+P(B)-P(AnB)=P(AuB) <P(S)=1=

= P(AnB) > P(A)+P(B)-1=0,3.

Assim, 0,3 < P(AnB) <0,6.

@ (Dica: observe que se ANBNC =0, entaio ANBCC®)

Verificamos que A e B sdo independentes:
P(AnB®)=P(A)-P(AnB) = P(A)-P(A)P(B) = P(A)P(B°).
Logo, A e B sdo independentes.

Os demais resultados sao provados analogamente.

Avalie a probabilidade de AU B nos dois casos: a) p=0,3 b) p=0,5.

a) Dos lemas 1.6.5 e 1.6.4 e da definicao 1.4.2, resulta que
P(A)+P(B)-P(AnB)=P(AuB)<P(S)=1=
= P(AnB)>P(A)+P(B)-1=1-P(A)+1-P(B°)-1=
= P(AnB)=>1-a-p.
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P(ANB)
P(B)

P(ANnB)

b) P(A|B) = P(A) = P(A)

>P(A) =

> P(B) = P(B|A) > P(B)
Use o fato de que ESNF¢ = (EUF)€ e os lemas 1.6.3 e 1.6.5.

Aurna contém 2 bolas pretas e 2 brancas. Designe por b a ocorréncia de
bola branca e por p de bola preta. Em cada retirada resulta a ocorréncia
de branca ou preta. Em 4 retiradas o espaco amostral S tem 16 elementos,
asaber S={bbbb, bbbp, ..., pppp}. Expresse os eventos pedidos em termos
do espaco amostral e calcule suas probabilidades.

Desse modo, obtemos as respostas: a) 1/2 b)0 ¢)1/6 d) 1/2.

a) 6/9 b)5/9 c¢)2/9.

Note que A =1{3,6,9,12,15,18} e B={2,4,6,...,18,20}.
Assim, P(AnB) = P({6,12,18}) = 3/20.
Analogamente, P(AUB) =13/20 e P(An B®) =3/20.

Item (a) do exercicio 1: P({(1,5),(2,4),(3,3),(4,2), (5,1)}) = 5/36.
Item (c) do exercicio 1: P((MMMF, MMFM, MEMM, FMMM)}) = 4/16.

Vamos designar por D se um produto vendido é devolvido e por N se ele
nao € devolvido. O espaco amostral correspondente a 4 vendas é

S ={DDDD, DDDN, DDND, DNDD, NDDD, DDNN , DNDN , DNND,
NDDN, NDND, NNDD, NNND, NNDN, NDNN, DNNN, NNNN } .

As probabilidades desses 16 eventos sao calculadas levando em conta a
independéncia das devolu¢oes dos produtos vendidos.
Assim, a probabilidade do evento de interesse é

P ({DDNN, DNDN, DNND, NDDN, NDND, NNDD}) = 6 - (0,05)2 - (0,95)2
P(HH) =12/30, P(HM) = 8/30, P(MH) = 8/30, P(MM) = 2/30.

a) Seja A o evento "o habitante selecionado 1é o jornal A”.
Analogamente, definimos os eventos B e C. Assim, do enunciado,

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-~P(AnB)-~P(ANC)-P(BNC)+

+P(AnBNC) =

_ 12000, 8000 , 6000 _ 7000 _ 4500 _ 1000 500 _14
30000 " 30000 " 30000 30000 30000 30000 ' 30000 30

b) P(ANBENC)+P(A°NBNC)+P(A°NB°NC) = 5.

a) 80/300 b) 98/300 «c) 80/138.

Note que H = M€ e B=A°. Do enunciado, temos que
a) P(H)=3/4, P(A|H)=2/10e P(B|H)=1-P(A|H) =1-2/10=8/10.
b) P(ANH)=P(A|H)P(H) = (2/10)(3/4) =15/100 e P(AUH ) =37/40.
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7
0

+

P(ANM) _ P(A|M)P(M) B

P(A) T PAIM)P(M)+P(A|[H)P(H) — %

¢) P(M|A) =

A=
Shre[—
Gl

3
1
Seja Ay, o evento "o individuo abre a porta na k-ésima tentativa”:

P(A)=1/n,parak=1...,n

Seja A o evento "uma quina ¢ sorteada”. O numero de subconjuntos
de 5 elementos retirados do conjunto {00,01,...,99} de 100 elementos é
C1005 = (12") e de um conjunto de 10 dezenas marcadas no volante é
C105= (). Assim,

10
pay=2) 109876 _ 1
(100) = 100-99-98-97:96 _ 298760
1312 1313
Vs P2

Ha 4! permutacoes dos assuntos matematica, quimica, fisica e diciondrio.
Para cada uma dessas permutacoes e considerando os livros distintos, ha
4! permutacoes dos livros de matemadtica, 3! permutacoes dos livros de
quimica, 2! dos livros de fisica e 1! do dicionario. Assim, pelo Princi-
pio Fundamental da Contagem, resulta que o nimero de maneiras que
podemos colocar os livros na estante de modo que os livros de mesmo
assunto fiquem juntos é 4!-4!3!2!1!1 =6912.

()0 3) = 5% =252

Lembremos que uma mao de poquer é formada por cinco cartas, isto €,
por um subconjunto de 5 cartas extraido do conjunto de 52 cartas do
baralho.

a) Note que hd 4 subconjuntos de 5 cartas que constituem um royal flush.
Assim , a probabilidade de um royal flush é 4 / (552) .

b) Ha 13 subconjuntos de 4 cartas que sao caracterizados por cartas de
mesmo valor. Para cada um desses subconjuntos, podemos ter 48
maos de poquer com a adicao de uma das cartas remanescentes do
baralho (que nao possui o mesmo valor das outras 4 cartas de mesmo
valor). Assim, a probabilidade de que a mao de péquer contenha
quatro cartas de mesmo tipo é 13- 48/(552) .

1B12(@)() oear 3@ ()@
®m ‘®?7"® " ®

13-(4)-48-44-40

(%)

)

g)

. Considere os resultados dos lancamentos independentes e que a proba-

bilidade de cara em cada lancamento é 1/2. a) % b) %

Vamos designar por I’ se uma parte falha e por N se nao falha. O espaco
amostral correspondente a 3 partes é:

239
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S = {FFF, FFN, FNF, NFF, EFNN, NFN, NNF, NNN'}.

As probabilidades desses 8 eventos sao calculadas levando em conta a
independéncia entre os funcionamentos das partes do dispositivo.
Assim, a probabilidade de falha do dispositivo é dada por

P ({FFN, FNF, NFF, FFF}) = 3- (0,1)% (0,9) + (0,1)3 = 0,028.

Sejam os eventos D: "a peca selecionada é defeituosa”e C: "a peca foi
produzida pela mdquina C”. Pela férmula da probabilidade total,

P(D) = 13%5. Pela formula de Bayes, P(C | D) =

Sejam 7T: ”a porta estd trancada a chave”, A: ”a chave escolhida abre a
porta’e E: "o individuo entra na casa”.
Do enunciado, P(T')=3/5 e P(A|T) =3/25. Assim,

P(E)=P(T)+P(I' nA) = P(I°)+ P(AIT)P(T) = 3+ 2 - 2 =59/125.
7/13

Sejam A: "o aluno sabe a resposta da questao”e D: "o aluno responde
corretamente a questdo”. Do enunciado, P(A) = p e P(D | A®) =1/m.
Pela férmula de Bayes,

P(DIA®) P(A®) o La-p 1
PD[AP(A+P(DIMPQA) ~ T 1 _py1.p  T-prmp’

P(A°| D) =

W EL DM () FE)CF) - (D)0 ooy

Seja S o conjunto de todas as amostras sem reposicao (nao ordenadas)
de tamanho r da populacio de tamanho n. Note que [S7] = (7). O ni-
mero de amostras em S; que incluem o elemento especifico € igual ao
numero de amostras de tamanho r—1 de uma populacao de tamanho
n—1. Assim, a probabilidade de interesse é (f:})/(:l) =7

Sob amostragem com reposicao, a probabilidade de que um elemento
fixado seja incluido pelo menos uma vez na amostra € igual a um menos
a probabilidade de tal elemento nao ser incluido na amostra. Definindo
o evento A;: "o -ésimo elemento selecionado na amostra é o elemento

fixado”, i = 1,...r, temos que
P(Aju--UA,)=1-P(A{Nn---nAS) =1-P(A]) - P(A7) =
_ _ _ r
S (1) () <1 (252
r—_p r
% (7'71)(r';1) (T (Tl;rn ;r" 2)) 1!~r~%rn! <%>

Admitindo-se que as bolas sao indistinguiveis, as r bolas podem ser dis-

. P +n—1 . . . .
tribuidas em 7 urnas numeradas de (r "1 ) maneiras distintas. Assim, a

r+n 1

probabilidade de interesse ¢ 1 /
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42. ) XL DML D) TLEDM L (@ F XL DG

43. Considere o evento A;: "a i-ésima bola é colocada na urna especifica”,
i=1,...,7. Seja Ej: "a urna especifica contém exatamente k bolas”,
k=0,1,...r. Nesse caso,

PEY) =X e, rpr=n P (NierAiNjere A9) =
=Xicn.... rh|I |=k} Hielp(Ai)H_jelcp(A§) =
=2 I, ||y niel(%)njelc(l_%):
e (- e = Gy (1) (1™

.....

B.2 CAPITULO 2

L a) P(T'26)=P(T =6)+P(I =7) = {5+ 15 = =
5

b) P(|T —4|>2) = % ¢) P(T ser um nimero primo) = 3

3. a) Do enunciado, devemos impor que ¢> 0 e Zi:l cx=1. Assim,
Yajcx=1=c(1424344) = 1= c= 5
b) Procedendo como em (a),
N [
hI 1cx=c~(1+2+...+N)=1éc=m
a(a+1)
<) N (N+1) ) 2(N+1

,se N é par, e se N é impar.

2N’

4. a) P(X:x):i(zx—l) x€{1,2,3,4,5,6)
)P(X—x)— geminfx—1,13-x}, x €{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
¢) X assume Valores no conjunto
A={1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16,18,20,24, 25,30, 36}.
Para cada s € A, a probabilidade de X = s ¢ obtida somando-se as
probabilidades dos pontos do espaco amostral (x,y) tais que x-y=s.

d) P(X = 0)— eP(X=x)= (6 x), x €{1,2,3,4,5}.
5. a) Devemos ter f(x) >0, paratodo x € R, e foo f(x)dx=1. Assim,
[l [ dx=1< [ de+flcx dx+ [ 0dx=1<

1
& goxd =legdl-(-D]=Fe=1sc=3

2
PxI1>3)=F oa={-}

6. a) Basta calcular a integral em (0,00). b) P(X >6) = e 64
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7. a) Devemos ter f(x) >0, paratodo x € R, e ff;f(x) dx=1. Assim,
L6 dle@fiode+fO% cxdx+f§c(1—x) dx+ [ 0dx=1
= %chE— lc(l—pc)2|11 = §c=l©c:4

<) P(X>180) 1ooeP( <X<g ) %'

8. a) Devemos ter f(x) >0, paratodo x € R, e f_ozof(x) dx=1. Assim,

f_cx;of(x) dx=l<:>f_%000dx+f§ccos(x) dx+f:0dx=1<:>

@csen(x)’fr =—c=1c¢=-1
2
b) l—g

9. Exl) E(X) =Y/ ,iP(X =i) =2 +3h+ab45 261471 - 41

Do mesmo modo, obtemos F(XQ) = Z o zQP(X 1) = 211 e,

portanto,Var(X)=E(X2) (F(X)) _2]2 (‘1}—3)2 &5

Ex2) E(X)=Z;iox(%)x+1=sz=1x(§)x 1=Zh,(%)’°nde
Mty =Yoot =1/(1-1),0<t<1. Assim, ¥/ (t) =1/(1- )% e
portanto, E(X) =1. A partir de 2”(t), obtemos
E(X?)=3 e Var(X)=E(X?)-(E(X))*=3-12=2.

Ex3) E(X)=§(2N+1), Var(X)=1(N?+N-2)
Ex4) E(X)=31, Va (X)—@—(%)Z

Ex5) E(X) =0, Var(X)=3

Ex6) E(X)=1/4, Var(X)=1/2
Ex7) E(X) =3, Var(X)=g;

Ex8) E(X )—l+ , Var(X)=m-3

10. Basta aplicar n—1 vezes (2.10) e n vezes (2.11) do lema 2.5.2 as variaveis
ale,...aan.

11. a) E(X) = _[;x:xza}xf(x) dx+ _ﬁx:xw}xf(x) dx= Lx:xza}xf(x) dx,
onde a ultima igualdade decorre do fato que P(X < a) =0. Entao,
E(X)= f{x:xza]xf(x) dx > _f{x:xZQ}af(x) dx=aP[X 2a] = E(X) 2 a.
b) Como P[-X > —-p] =1, segue, de (a) e do lema 2.5.2, que E(X) < f.
c¢) Como X >Y, P[X-Y >0] =1. O resultado segue de (a) e do lema
2.5.2.

12. a) Basta usar (2.23) e o resultado do exercicio 10. b) 103ﬂ2+80ﬂ+ 16.
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a) f(a)=E((X-a)?) = E(X?-2aX +a?) = a* - 2E(X) a+ E(X?),

onde a tltima igualdade decorre do lema 2.5.2. Como f € polinémio
de grau 2, resulta neste caso que o ponto de minimo de f é a* = E(X).

b) /(a”) =/ (E(X)) :E(<X—E(X))2):Var<X>
Var(X)=Var(Y) = e Var(Z) =

Nesse caso, nao é Verdade que Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y).

=2,

o oo 2 o 2 -2
E(X)=f7wxf(x)dx=f1 xx—3dx=f1 de=71

Além disso, E (XQ) =f_ozo XQf(x) dx=210gx’:0:oo.
Assim, Var(X) = E (XQ) - (E(X))QZOO-

a) No caso discreto, considere que existe (a,),>1, com 0<a, < a,|, para
todo n>1, talque P[X €{...,—ay 1, —ay,.... — a1, A1, ooy Gy, Ay 1, - 4] = 1
Note, do enunciado, que
P[X =a,|=P[X >2a,]-P[X =2 a,,1]=

=P[X <—-a,]|-P[X <-a,,1]=P[X =-a,],
paracada n>1,e que E(|X|)=2Y ", a,P[X = a,] < .
Assim, E(X) = Zn 1 @ PIX = ay] +Zn 1(=a,)P[X =a,]=0.

b) Observe que X — i € simétrica e aplique o resultado em (a).

No exercicio b, ¢x (1) = (et—e ‘)—t%(e +e” )+%(et—e_t)

No exercicio 6, temos:

px(t)=E(eX) = [T e f(x)dx= [ e 1e”** dx=
pl
= Jy7 e A% ' 22T T ()= 2/ (1)

Assim, @y (1) = 2/ (A—1)% e ¢ (1) =22/ (A— t)g.

Logo, E(X) =¢x(0) =1/ e E(X?) = $%(0) =2/4%, de modo que

Var(X) = E(X2) - (E(X))* =1/42.

No exercicio 7, ¢y (t) = (2 (et/Q— 1)/t)2
No exercicio 8, ¢y (t) = (em/2+tem) / (l+t2)

a) px (1) = § (e'+4+e7") b) ¢y (1) = o) px (1) = W

2-e!
a) gy (0) = E(1X) = B (e9817) = B (eX1o8t) = g (e(920X) = gy (log ).

Temos, ainda, que ¢x (¢) = E (er) =K ((e’)X) =@y (e‘).
b) Sob as condi¢oes em que é possivel permutar a integracao em x e a
derivacao em ¢, segue que
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21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.
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dox(t) _dE(Y) 0 gX X-1 dox (1) )
X _ 22 :b(w):E(Xt ). Logo, “220|  ~E(x).

¢) Procedendo como em (b), obtemos que
am -
O - B(X (X 1) (X = (n=1) 157
=Y Cox(x—=1) - (x=n+1) * "P[X = x]
=Y x(x=1)- (x—n+1)t* "P[X =x].
No ponto t =0, a dltima série é reduzida a parcela na qual x = n.

(n)
w’ =nlP(X =n)
t=0

Assim, 2t (n)

Basta utilizar as igualdades do enunciado, a relacao fundamental

sen? x+cos? x= 1 e o fato de que, para uma variavel aleatéria U qualquer,

(EW))* <E(U?).
Po (1) = E(e”/) :E(et(aX+b)) _ E(emx+bt) =V E (e(at)X) :eb‘q)l(at)
Basta derivar a funcao ¢ e fazer uso das relacoes (2.33) e (2.23).

a) Faca o grafico e observe que I (x) = P[X < x] é continua a direita.

) P[b £ 3]-F(2)-im, y 9= S0
Plisx<i]=5%ipP[ssx<1|=2%pP[i=x<1]=]

P[1<X<2]=g P[1<X<2]=3.

i) a)0<F(x)<1 b) F(x)énao decrescente e continua a esquerda
¢) lim,_,_F(x)=0elim,_,F(x)=1

il) a) 0<F(x) <1 b) F(x) é nao crescente e continua a direita
o) limy, ,_F(x)=1elim, , F(x)=0

iii) a) 0< F(x) <1 b) F(x) é nao crescente e continua a esquerda
o) limy, ,_F(x)=1elim, , F(x)=0

a) af(x)+(1-a)fo(x) >0, para todo x € R. Além disso,

oo lafi(x)+(1=a) fo(x)]dx=a [ fi(x) dx+(1-a) [ fo(x)dx=
=a-1+(1-a)-1=1.
Logo, af] +(1-a)fs ¢ funcao densidade de probabilidade.

b) f1+/9 nao € funcao densidade pois f_ozo [f1(x)+fo(x)] dx=2# 1.

c) Proceder como no item (a).
P(X=x)=("")/(}). x=5...N.

Considerando as condi¢ées do enunciado, temos 2V subconjuntos do

conjunto de N elementos, dos quais exatamente (]y) possuem ¢ elemen-
. . _n_ 1 /(N -

tos, i=0,1,...,N. Assim, P(X =i) = Q—N( ; ), 1=0,1,...,N.
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N . . N . N 1 N /N N
BCO=ENg P (== £y i () = 2 Ni(Y) - vV - 4,

onde utilizou-se o exercicio 8(f) do capitulo 1. Assim,
Var(X) = E(X?) —(EX)?=YY OHP[X =i]- ( )2
-3 25 (- (3) = ez 20 - (%)

= LNV
utilizando os exercicios 8(f) e (g) do capitulo 1. Logo,

Jim %E(X):A}im ¥3=3 e Jim + Var(X) = Jim
N —00 — 00

2

1N 1
LNT T T
.a)l/n? b)1-1/2¢

a) Os possiveis resultados para a estratégia sao:
VL, VinVenVs, VinVen Vs, VinVgnVs, VinVinVs,
onde V; denota a ocorréncia de bola vermelha no giro i=1,2,3.

Note que o ganho do apostador, X, pode assumir os seguintes valores:
—-3,-1 e 1. Assim, assumindo independéncia entre os resultados dos
giros da roleta, temos que:

2
PIX>0]1=P[X=1]=P[V{]+P[V{nVanVs] =33+ 23 (18)"=0,5918.

b) Uma estratégia é vencedora se leva a E£(X) > 0.

) E(X):l-P[X:1]+( 1)- P[X——1]+(—3)~P[X:—?>]:
_ 18,20 (18 201218 _
_%+%(3S) -2(8) 8-3(% ) = E(X)=-0,1086

.a)yu b) ;1+;12+(72

. a) EfécilverqueP[X>O] =P[X>1]=1eP[X>k]=0,parak=N+1,...
Para k=2,3,...,N, temos

PIX>k] =% il.--%’“”ép[)bk]:(l—%)m( —%)

Como X assume valores naturais, temos que

E(X)=Y kP[X = k] = z“(z )P[X k]
= X0 X PIX =K = £ X35 PIX = 4]
=Y PIX>i] =Y P(X>i)
Sl (1) (14 452)

. Fx(t)=0,se t<0; Fx(t)=12/R? se 0< t < R; Fx(t)=1,se t>R.

. Determinemos, inicialmente, a funcao de distribuicao de X:

F()=P[X <t]=0,set<0,e F(t)=1,se t>H.
Para 0 <t < H, temos

F(ty=P[X <t]=1-P[X>t]=1- 1B

_9H1-(?
BH 2 -1 = :

H?2
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Assim, f(1)=F"(1)=0, se t<0 ou t>H, e f(1)=F'(t) = Q(H i

,para0<t<H.

34. Sejam: U o ponto escolhido no intervalo (0,1) e X = X(U) o compri-
mento do maior pedaco.

Assim,X=1—U,seUS%eX=U,seU>%.
1
Entdo, E(X) = E(X(U)) = [Z(1-w) du+ [1 wdu=3
2
35. Observe que P[X €{0,5}u (1,3)] = 1. Assim, Fy(¢) =0 ,se t<0.
Para ¢ € [0,1), Fy(t)= P[Y <1]=P[Y =0] =P[X < 1] = .
Paral< (<3, Fy(t)=P[Y = 0]+P[1<X<t]—% |l

Gul~

Para 3<t<b, Fy(t)=Fy(3) =z. Por fim,

para £ >3, Fy(f) = P[Y<3]+P[Y 51=Fy(3)+P[X 23] =2+2=1.

GUN

Note que Y é uma variavel aleat6ria mista.

36. a) Fy(t) =1, 562<t<1 Fy(t)=1,set>1,e Fy(t)=0,se t< 3
b) Fy(t)=1-e"* set> 1, e Fy(t)=0,se t<

2

37. Parame{0,1,2,...}, temos que
PIY =m]=P[m<X <m+1]= [ he ¥ dx= —e=
m

—_e™ (m+1)+efz1m=eflm(l_ef/l); (p=€7l)

88. 365 (! )(365)k(§2§)n '

39. a) Seja X o numero de tentativas até abrir a porta.
Temos que P[X =1] =
P _aq_n-1 n=(G-D_ 1 _1
Para]—Q,...n,P[X 7]] = nTmm =n-
Assim,E(X):27 JPIX =j41= Z] 1]n 2(n+l) e
E(X?)= z;;lﬁp[ =jl=3(n+1)(2n+1).
Logo, Var(X) = E (X?) - (E(X))? = 12(n2—1)
b) No segundo caso, temos £(X) = ne Var(X) = n(n—1).

m+1

40. min{i20: P(X <i) 2 72}

Dica: defina, para >0, o lucro esperado estocando i unidades, E(L;(X)),
e avalie a diferenca E(L; 1 (X)) - E(L;(X)), i > 0.

41. Dada a distribuicdo da demanda X, para cada i € {0,1,2,3}, avaliamos o
lucro esperado com a venda de flores partindo de um estoque de i flores,
E(L;) = E(L;(X)). Note que

Li(X)=(16-05)i=ise X >i,e
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Li(X)=15X-05i,se X <i.
Para i=0, Ly(x) =0, para todo x € {0,1,2,3}.
Assim, £ (Ly(X)) =
Parai=1, E(L;(X))=-0,5-P[X =0]+1-P[X 2 1] = 0,575+ 15 = é—g
Para i=2, E(Lo(X)) = (0-1)-P[X 70]+(1 6—1)-P[X =1]+2-P[X > 2]

5
:——+0 5—+2 = 10.
Do mesmo modo, para i = 3, E(Lg(X)) = %

Como para todo i#2, F (Lo (X))>E(L;(X)), o florista deve estocar 2 flores.

42. p*
B.3 CAPITULO 3

1. a) Considerando equiprovaveis todos os subconjuntos de trés elementos
do conjunto de 12 bolas,

D)3y
(%)
b) P(X=x)=z YP(X=xY = y)_z% x (D) sy

3 =
- E T 0

P(X=xY =y) = s ,yeN(com() 0Ose a<b).

Do exercicio 8(d) do capitulo 1, resulta que P(X = x) =

Procedendo do mesmo modo, obtemos P(Y =y) =

—wo

Q) P(X=Y)=P(X =Y =0)+P(X =Y = 1) = (3)((1(2))(‘2)+( )((l ))( ) -
5

ot

2. a) Para x,y€({1,2,3,4,5,6},
P(X:x,Y:y):%,sex:y,eP(X:x,Y:y):%,sex<y.
b) Paraxy€{123456}c0mx<y,

P(X=xY=y)= %,sex yeP(X=xY=y) = %,sex<y.
c) Parax=1,2,3,4,5,6 e y=x+1,...2x,
P(X=xY =y)= %,sey=2x,eP(X=x,Y=y)=%,sey#2x.

3. O evento {N| = Ny = 1} ocorre se os dois primeiros transistores testados
sao exatamente os transistores defeituosos. Assim,

P(Ny=1,Ng=1)=2.1 =]

Para y=2,3,4, o evento {N| = 1,N9 = y} ocorre se o primeiro transistor
testado é defeituoso, os seguintes y—1 sao nao defeituosos e, finalmente,
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o (y+1)-ésimo transistor ¢ defeituoso. Assim,

_ _n_2.3 (3-0-2) 1 _2.3%8 5y 1 _ 1
PINI=LNo =) =55 Gy TG D 5 176y 5y - 10
Procedendo analogamente, obtemos, para x=1,2,3,4ey=1,...,5—x,

P(Ny=xNg=)y) = 15.
4. a) Parax,y€{1,2,3} com x #y, P(X =x,Y =y) = (1—5 b) P(X<Y)= %
5. Doslemas 1.6.2 € 1.6.3,
PX>xY>y)=P(X>x)-P(X>xY <y)
=1-P(X<x)—[P(Y <y)-P(X <x,Y <y)]
=1-Fx(x)-Fy(y)+F(xy)

HE 06 ¢

1T Ty

7.a) P(XY £8) =1P(XY >8)=1-P(X=2Y =2)=1-%=1
P(X+Y >2)=1-P(X+Y <2)=1-P(X=1,Y =1)=1-%=1

b) P(X=1)=P(X=1Y =1)+P(X=1Y =2)= f+1=3.
Analogamente, P(Y =1) = }1

Como P(X=1,Y=1) # P(X=1)-P(Y=1), X e Y ndo sao independentes.

8. a) Cov(X,YV)=-2
b) Como P(X=3)P(Y=3)>P(X=3,Y=3)=0, X e Y ndosao independentes.

9. a) Como X,Y sao variaveis aleatorias assumindo valores em {0, 1}, a varia-

vel aleatoria XY também assume valoresem {0,1} e XY =1< X =Y =1.
Assim, E(XY)=1-P(XY =1)+0-P(XY =0)=P(X=1,Y =1) = %
Além disso, E(X)=1-P(X=1)+0-P(X=0)=P(X =1) = %
Analogamente, E(Y') = % Logo, Cov(X,Y) = %— é % =

b) Note que P(X =1,Y =1) = P(X =1)-P(Y =1). Do exercicio 13 do
capitulo 1, resulta que X e Y sao independentes.

10. a) Cov(X,Y)=0 b) X eY ndosao independentes (observe, por exem-
plo, que P(X=1,Y=1) =0, mas P(X=1)>0e P(Y=1) >0).

11. a) Paraxe€{0,1,...,10} e y € {-x,—-x+1,...,0,...,

_ ) _ _ _ _ 1 1

P(X=xY=y)=P(X=x)P(Y =y|X =x)= T Teal

b) Paraye{-10,-9,...,0,...9,10}, P(X =x,Y =y) >0 < x € {|y|,..., 10}.

— ) =310 Voo yl0 1 1 1 yl0 1
PO =9) = Yoy PX =8 =9) = Xy T 3T = 11 Loselyl Tl

x—1, x}, temos que
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¢) Note que P(X =9,Y =10)=0, P(X =9) = eP(Y—lO) 11 21
Como P(X=9,Y=10) # P(X=9)P(Y=10), X e Y ndo sao independentes.

a) Para verificar que F"(-) é a funcao de distribuicao de Y, considere,
paracada t € R, aequivaléncia {Y < ¢} & {X;<¢,...,X, <t}
b) Para verificar que 1-[1-F(-)]" é a funcdo de distribuicao de Z, con-

sidere, para cada t € R, a equivaléncia {Z > t} < {X > ¢,..., X, > t}.

Admitindo que E[g(X)] e E[f(Y)] sao finitas, temos,

ElgX)f(N)]=%, 2, 8x)/()PX =xY =y)
=2, 2,8 P(X =x)P(Y =)
=2, 2, [g()P(X =) ]f ()P =)
=2 g P(X =) X, (NP =)
=E[g(X)]IE[f(Y)]
a) Imediato b) Imediato
c) Cov(aX,Y)=E(aX)Y)-E(aX)EY) =
aE(XY)—aE(X)EY)=aCov(X,Y).

Provamos, analogamente, que Cov(X,aY’) = aCov(X,Y)

d) O resultado segue diretamente utilizando duas vezes o resultado (c).

a) Cov(X] X)) = E((XI X)Y) —E(X! X)E(Y)) =
=E(XL XY — (X1 E(X))E(Y)) =
=YL EXGY) - X E(XDE(Y)) =
=YL E(XY) - E(X)E(Y)] = L) Cov(X,Y))
b) Basta usar os resultados dos exercicios 14(a) e 15(a).

¢) Basta utilizar os resultados dos exercicios 15(a), 15(b) e 14(d).

A expressao segue dos exercicios 14(b) e 15(c):

Var (X, X;)=Cov(Y ", X;, Z_le X)) =% z;;l Cov(X;,X ) =
= Z?:l Cov(X;, X;) +Z?:1 Zj#i Cov(X;, Xj) =
= Z?:] Var(X;) + Z?:] Z_#i COV(Xian)

a) Do exercicio 16, Var(X +Y) = Var(X) +Var(Y ) +2Cov(X,Y).
Usando (2.23) do capitulo 2, obtemos

2
Var(x)= 8 (3)°2 17beVr(Y)— -(?= 4
Assim, Var(X +Y) = 176 2( 44) %
b) Var(?)—(XJrY)):VaY(XJFY):%

249
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18. a) Basta escrever X = %Z?:] X; e usar os exercicios 15(c) e 14(b).

b) Dica: Defina = E(X) e verifique que
o\2 512 2 > 2
Yin (Xi=X)"= X0 (Xi—ptp=X) = XL (Xi=w" = n(X —p)".

19. Cov(X —pY,Y)=Cov(X,Y)—-pCov(Y,Y) =

= p(X,Y)yVar(X)Var(Y) - pVar(Y) = py1-1-p=0
20. a) (X1.X3)  b) (Xo.Xy) o) (X3.Xy)  d) -1/5Y140

91 E((Y—? (X))Q) =E((Y —(a+bX))2) = E(Y2-2Y (a+bX)+(a+bX)?) =
= E(Y?)=2aE(Y)-2bE (XY )+a*+2abE (X)+b*E (X ?).
Derivando a expressao acima em relacao a a e igualando a zero, obtemos
a=EY)-EX)b ().
Tomando a derivada parcial em relacao a b, obtemos
E(X?)b=E(XY)-E(X)a )
Do sistema de equacoes () e (#*), obtemos

C XY
b= % ea=E(Y)-bE(X).

22. Os resultados seguem diretamente da definicao de valor esperado e da
extensdo do lema 2.7.1(b) para varidveis aleatérias multidimensionais.

23. a) A partir da definicao das variaveis /;(k), temos que X; = Zzzl 1;(k),
i=1,...,r. Assim,
E(X)=E(X oy 1i(k) = X  EUi(R) = X3 PULi(k) = 1) =
= L)1 i = npi
b) Dos exercicios 16 e 22, temos que
Var(X,) = Var(X}_, I;(k)) =
Tt Var(i(k) + Xy X Cov(Zi(k), 1 ().
Como I;(k) e I;(j) sao independentes para j # k, temos
Cov(I;(k),1;(j)) = 0.
Assim, a variancia é reduzida a
Var(X;) = Xy Var([(k) = Xy pi(1=p;) = npi(1= ;).
¢) Dos exercicios 15(c) e 22 e da independéncia entre 1;(k) e Ij(l), para
[ # k, temos:
Cov(X;, X j) =Ygy Xy CoviI (k) 1 (1) = Y gy Xy (P (I(k) =
=1;()=1)-P;(k)=1)P () = 1)} =
=Y tPUi(k) =1 (k) =1) = P(I;(k) = 1)P( (k) = 1)} =
=Y 1 {0=pipjl=—np;p;.
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a) P(Y =y[X =x) = (?)(3—2—)')/(390’ 9=0,....3-x.
b) E(Y|X =x)=2(3-x) ) E(Y)=1

Do exercicio 2(c) e do exercicio 4(b) do capitulo 2, temos, para y impar,

_ — ) = 1 1 i _
P(X =x|Y =y) = Inin((i,y—l}—é(y—l)7 para x € {2(y+1),...,m1n{6,y 1}}.

Seye{2,12}, P(X = %y|Y =y) = 1. Para demais valores de y, temos
P(X = y|Y =) = mrpryasy P =x]Y =) = oA
parax:%y+1,‘..,min{6,y—l}.

3 é? ¢
Py =1|x=2)=1 Py =2|x=2=%
b)E(Y|X:1):% e E(Y|X:2):§ C)E(Y):%

a) PY=1|X=1)=1, PY=2|X=1)=13

Do enunciado, vimos que Y | X=x ~ Uniforme{-x,...,0,...,x} e, como tal
distribuicio é simétrica, temos que E (Y | X=x) =0, para todo x=0,1,...,10.
Além disso, para y € {-10,...,0,...,10} e x €{]y], ..., 10}, temos

1

P(X=x.Y=y) 9x
PX=x|V =y) = —proy =g 0 ¥= bl 10,
Zx:M 2x+1
10 Lol T
EX|Y =y) = szmx-P(X =x|Y =y) = 10’—XI+
x=|y] Ix+1

Y: nimero de dias até que o prisioneiro consiga sair da cela, E(Y) =7.
Dica: Considere a variavel X dada por: X =i se, e s6 se, o prisioneiro
escolhe a i-ésima porta na primeira tentativa, i=1,2,3, e use o lema 3.5.1.

Seja X o numero de pessoas que entram na loja e §; a quantia gasta pelo
i-ésimo consumidor a entrar na loja, ¢ = 1,...,X. Seja Y a quantia em
dinheiro gasta na loja num determinado dia. Temos, pelo lema 3.5.1,

EY)=EEY|X) =Y oEYV|X=x)P(X =x)=Y 7,50x-P(X =x),
onde a ultima igualdade decorre do fato de que
X
EY|X=x)=E(XSi|X=x)=E(X;_Si|X=x)=Y7 E(S;
=Y E(S;) = x-50.
Assim, E(Y) =503 " x- P(X = x) =50E (X) =2500.

X=x)=

A primeira parte ¢ imediata da independéncia entre X e Y. A segunda
¢é obtida tomando-se as somas em y na igualdade e verificando-se que
E(XY)=EX)E®Y).

Da definicao de distribuicao condicional, é imediato que
EXp++X,|X1++X,=x) =x.
Pela linearidade da esperanca, temos que
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EXq|Xq++X,=x)++EX, | X;++X,=x)=x=
ﬁ’l’LEX1|X1+ +X, =x)=x= E( X]|X1+ +X, —x)—% ois

EXj|X1++X, =x)=EX|X1++X,=x),j=1,...,n

Essa ultima igualdade decorre da independéncia e equidistribuicao das
variaveis X1, ..., X,,.

As trés igualdades seguem das defini¢oes de distribuicao e esperanca con-
dicional.

33. a) Seja X; =1, se a i-ésima arvore derrubada esconde ouro e X; =0, caso

contrario, = 1,...,n. Desse modo, X = Zl" 1 X;. Assim,
E(X)=E(XLX) =Y EX) =X, P(X;=1) =X, & = 5L,
pois

(D) m M) N

o A Al ot A _] = RSAA s v 24
PXi=D=2 )0 (M) N-G=D NZ ) M
O resultado acima para P(X; = 1) é obtido através do lema 1.7.2 con-
dicionando no namero de arvores com ouro derrubadas até a (i—1)-

-ésima arvore derrubada.

b) Notemos que avariavel Y assume valor no conjunto {r,..., N — (M —r)}.

O evento {Y = t} ocorre se, e sO se, r— 1 arvores com ouro sao der-
rubadas nas ¢ -1 primeiras derrubadas e a t-ésima darvore derrubada
esconde ouro. Assim, para t € {r,....N — (M - )},
()(tl(wl))M11) =Hdh

(™) N-@-1) © (?) ’

-1
donde segue que ZN M”( _ )(N ) ( ). Enfim,

PY =1)=

~

1 (Nt
EQ)=YN"M7ypiy ==y N M t% =y VoM (7)(3\747,)_

(31) )
Fazendo ¢’ = t+1 e " = r+1 na soma acima, obtemos

’ ’
SO @A) = s () = Eon = S

B = ) o

(N )

84. a) E(TR|Tr-1) =1+Tp 1+ (1=p)E(TR)  b) E(Tp) =5 + 3E(Tp1)

o E(T)=5 &) ETp-=

W/ pf-a/p)
T /p1

85. E(X)=2, ., xP(X=x)+X . xP(X=x)

=Y v ¥P(X=x,X<a)+ Y . xP(X=x,X>a)

=Y u ¥P(X=x|X<a)P(X <a)+ Y ., xP(X=x|X=a)P(X>a)
={X, xP(X=x|X<a)} P(X<a) +{Y¥ , x P(X=x|X>a)} P(X>a)
=EX|X<a)P(X<a)+E(X|X 2 a)P(X > a)
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36. Suponhamos E (XQ) < co. Faremos a verificacao no caso discreto.
Seja py = P(Y=y). Da relacao(2.23), das definicoes de valor esperado e
variancia condicionais e do lema 3.5.1, temos
E(Var(X|Y))+Var(E(X|Y)) =
= E(Var(X|Y )+ E((E(X[Y))?) = (E(E(X]Y)))* =
=X Var(X|Y=p)p,+ X (E(X|Y=3))*py~ (E(X))* =
= X E (X3 Y=y) = (E(X[Y=9)*)py+ X (B (X|Y=9))*py = (E(X))* =
= Y E(XP|Y=p)py— (E(X))? = E(E(X?|Y)) - (E(X))* =
= E(X?) - (E(X))?
=Var(X)

37. a) Pode-se verificar que E(X,,|X,_1 =) = ui, paracada t € N.
Assim, E (X, | X;,-1) = pX g
e E(Xy) = E(E(X, | X;-1)) = E(pX, 1) = pls (X, ).
b) Do resultado do item (a), temos
E(X,) = pE(X,_1) = pE(uX,_9) = i*E(X,_9).
Repetindo o procedimento acima n—2 vezes, obtemos
E(Xy) = 1" E(Xg) = p"

~

¢) Procedendo como no item (a), pode-se verificar que
Var(X,|X,_1 =) =0, t=0,1,2,....
Assim, Var(X,, | X,_1) = 0°X,,_1.
Do exercicio 36 e do item anterior, temos que
Var(X,,) = E(Var(X,,| X,_1)) +Var(E(X,, | X,_1)) =

= E(0°X,,_1)+Var(uX,_;)

=g2y" ! +u2Var(Xn,1).
Procedendo como no item (b), obtemos
Var(X,,) = o2 (@' 4+ 273 + 22 Var (X ).
Como Var(X;) = o2, resulta que

Var(X,) = o2 (@ 4+ 272 = o2 A1 .
38. A propriedade decorre diretamente da condicao (b) e do lema 3.5.1.

39. Do enunciado, temos que

b+RYX;
Y, =Y,(X,....X,) = W

Evidentemente, 0 <Y, <1 e, portanto, E(|Y,,]) < co.
Parax;=0,1,i=1,...,n,
b+RZ:.‘:11 X;

E(Yn+] |X1 =X1,...,Xn =xn) =E(m

|X1 =X1,...,Xn =xn) =

253
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b+RZ;1:1 xi+RX, 1
—E(W |X] = Xl,...,Xn = Xn) =
_ b+RY x+R ) bRY | x; . bRY! x; . prR(n-Y1 x;)
b+p+(n+1)R b+p+Rn b+p+(n+1)R b+p+Rn ’
onde a ultima igualdade decorre do fato que
bHRY x;
W)

X1 |1 X1 = %10 X, = %, ~ Ber(

b+RY ! x;

Logo, E(Y,,1| X1 =x1,....X,, =x,) = e =

Portanto, E (Y,,,1|X,...,X,) =Y, concluindo a prova.

b

Do exercicio anterior, segue que E(Yo) = E(Y7) = b

40. a) 1-(1-p)*
b) [%] : (1+k(1—(1—p)k)), se N é multiplo de k; caso contrario
[%]'(1+k(1—(1—;b)k))+1+(N—[%]k)-(1—(1_[;)N‘[%]")’

onde [x] denota o maior inteiro menor ou igual a x.

41. Seja T a variavel aleatéria que descreve o tempo de vida de uma pessoa.

Consideremos, do enunciado,
P,=P(T >x+1|T >x) e Py =P(X >x+t|X >x) (note que P, =1 P,).
Assim,
tapPx=P(T > x+t+p|X >x) = P(T >x+t+p,T >x+1] X >x) =

=P(T >x+t+p|T >x+6,X >x)P(T > x+(|X >x) =

=P(T >x+t+p|T >x+)P(T > x+1| X >x) = (;,Pysr) (1 Py)
Quando 7 € inteiro, temos, aplicando sucessivamente o resultado obtido
acima, que
Py=nPx=14-1)Px =1Px n-1Px11 =Py 1:(n-2) P11 =

=Py 1Pyi1 n-9Pxi9= Py Pyy1-p-9Pyi9="=

=Py Py Prin-9 1Pxin-1

=Py Py Py
Finalmente, da definicao de L,, temos que
Lyt _ Lo xuPo _ Lo xPoiPy _

Ly Ly xPy Ly Py ~ U

42. Dica: Escreva 1,,; como soma de variaveis aleatorias indicadoras e verifi-
que que E(Ayy) = Ly Py = Lyyy.

43. ) (i) Fx,, (0)=P(Xq)<x)=1-P(Xq)>x) =1-P(n}(X;>x)) =
=1-T1., P(X;>x) = 1-T[ [1-F(x)] =
=1-[1-F(x)]"
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(ii) Fy,, (x) = P(X () < x) = P(N] (X; < %))
=[TL P(Xi<x) =TT, [F(0)] =
=[F(x)]"
D) Fx ) X (@0 =P(Xa) < a. X <b) =

=P(X( <b)-P(X(1)>a,X () < b)
=[F()]"-P(nl(a<X;<b) =
=[F)]" =TI P(a<X; <)
=[F(b)]"=[F(b) - F(a)]"

4. a) E(X,|X,_1)=1+52 X, ;.
p _1 k=2\" 1
Dolema 3.5.1, E(X,) = 5+(%2) - (X -3)
b) Imediato a partir do resultado do item (a).

B.4 CAPITULO 4

1. a) Seja X o nimero de parafusos com defeito num pacote de dez para-
fusos. Suponhamos X ~ Binomial(10;0,01). Assim:
P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X=0)-P(X=1)=

=1-(1)(0,01)°(0,99) %% — (10)(0,01) (0,99) 11 = 0,0043.
b) Seja Y o numero de pacotes adquiridos que possuem dois ou mais

parafusos defeituosos. Suponhamos Y ~ Binomial(10;0,0043).
O cliente terd que retornar a companhia se ' > 0. Logo,

P(Y >0)=1-P¥ <0)=1-P( =0) =1-(0,9957)10 = 0,0422.

_1 2 _1
2. a) gre 2(3) =0,0758 b)l-e 2=03935 c)e % =0
3. A proposta do estudante nao esta correta. Note, por exemplo, que

P(X=T)=(1-p)2pP+p(1-p)p° # (1= p)2p°.

4y (3313 _or
4 (5)(3) (3) -&
5. Seja X o namero de itens defeituosos na amostra.
Pela distribuicao exata de X,
P(X <1)=()0,1)°0,9"7+ (1) (0,1)1(0,9)1°-! = 0,7361.
Pela distribuicao Poisson (aproximada), 1=10-0,1=1,

Ll 07358,

6y (44
+ (b()a(oO) =0,00091
6
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Do exercicio anterior, considere a probabilidade de obter algum prémio
num dado sorteio p = 0,0009. Considerando que os sorteios sio sema-
nais e que ha 52 sorteios num ano, suporemos que a variavel aleatoria
X: numero de concursos nos quais o acusado ganhou algum prémio é
distribuida segundo o modelo binomial com n=52 e p=0,0009. Assim,

P(X 212) = X225 (%2)(0,00091) (1-0,00091)52 = 6,4x1072,

Essa probabilidade d4 sustentacao a acusacao, evidenciando que o fato
€, realmente, muito raro.

Considerando que X: numero de particulas alfa emitidas por segundo é
distribuido, aproximadamente, pelo modelo Poisson de média 3,2:

P(X £2) = 5;e732(3,2)0+ ;e 32(3,2) + ;e 732(3,2)2 = 0,3799

Seja X o numero de componentes nao defeituosos na amostra de tama-

nho 3 extraida do lote de 10 componentes. Seja Y o numero de compo-

nentes defeituosos no lote adquirido. Note que X, dado Y =4, é distri-

buido segundo o modelo hipergeométrico com parametros M =6, N =10

e n=3. Assim, a proporcao de lotes rejeitados é

P(X<3)=1-{P(X =3|Y =4)P(Y =4)+P(X =3|Y =1)P(Y =1)} =
:1_{M 3 +(g)(})) 7}7 46

() 10T T

Sob a suposicao de independéncia entre os resultados dos sorteios, os
dois amigos tém a mesma probabilidade de ganhar algum prémio.

Considere X =1, se o réu ¢é culpado, e X =0, caso contrario. SejaY o
numero de jurados que julgam o réu culpado. Seja D o evento "o juri
toma decisao correta”. Assim, D={X =1,Y >8}u{X =0,Y <7}.
A probabilidade de D é:
P(D)=P(X=1,Y 28)+P(X =0,Y <7) =

—P(Y >8|X=1)P(X= 1)+P(Y <7|X=0)P(X=0)=

= z (10)9& 1-6)10-0. a+z o () (1-0)0'7- (1-0)

O jornaleiro deve estocar 3 jornais.

Sejam X ~ Binomial(5,p) e Y ~ Binomial(3,p). O aviao com cinco
motores ¢ preferivel ao avido com trés motores se, € s6 se, P(X > 3) >
PY >2):

) a-pP+@p' a-p+p°> QP A-p+p’ = p>3.
a XN (N A= p)V T+ (1-a) SN ()1 po)N
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Seja X uma varidvel com distribuicao hipergeométrica de parametros n,
2ne n. Para k=0,1,..., n temos que

P(X=k)= (Z)(Ez;ik) = Ez) Assim,

z:k OP(X k)_sz

“1= 30, (7= ()

Ver exercicio 31 do capitulo 2.

ZfﬁoiP(N>i)=Zf°0 (Z] H]P(N =j)) = ZfOQZjOH] iP(N =j) =
=YX T PN ==X PN =)(EL5) i) -
=Y 3 PN =) 3jG-1) =
= 5(E(N®)=E(N)).

a) E(Y)=0 b) Var(Y)=1

Seja X variavel aleat6ria com distribuicao hipergeométrica de parame-

tros N, M e n. Para i=1,...,M, definimos a variavel X; = 1, se o i-ésimo

elemento do tipo I pertence a amostra e X; = 0, caso contrario. Assim,
M

X =Y., X;. Logo,

Var(X) Var(zl 1 :Zl 1 Var(X;) +Zl ]Z]#ZCOV(XZ,X )=
Z;wl 1%( _%)+Ziwlzj#z(]\[n(n - _(N) )
= Mn( _%) +M (M~ 1)(1\%% 11)_(N) ):
- (N (M l)N(an)) iy (NNn(;\(zN )M) =

N \'N
M N-M N-n
"NTN

2
=z
K

Basta reescrever a expressao dada como

(n M (N-M)! (N-n)! (n) M- (M—k+1) (N =M)---(N =M —(n—k)+1)
k) (M=k)! [((N-M)—(n—k)]' NI ~— \k N (N-1)---(N-n+1)

e tomar limites em N e M como no enunciado.

O resultado estabelece que, sob as condi¢oes do enunciado, a distri-
buicao hipergeométrica ¢ aproximada por uma adequada distribuicao
binomial.

Para obter o ponto de maximo da funcao de probabilidade para o mo-
delo Poisson, estudamos o crescimento (decrescimento) da funcao de

probabilidade avaliando a expressao em pontos consecutivos. Parake N,

-1,k -2 5 k+1
P(X=k)5P(X=k+l)©%s%@ksl—l

Assim, para k< A-1, P(X =k) é nao decrescente e, parak>A-1, P(X =k)
é nao crescente. Logo, se L € N, 1 e 1—1 sao pontos de maximo de
P(X = k). Caso contrdrio, o ponto de maximo é [1].
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Basta proceder como no exercicio 21.

P(XeA) =34 —,e_’l/ll Note que

Yo e A =Y e A=Y e A= P(A) - P(AS) =
= e 2 =2P(A) - 1= P(A) = § (1+e72%)

. o Aqx A gx—1 oo _1e Q)

a) E[Xn]=2x= le _)“le (x—)i)! =lzy=0(y+l)n ' y!l
= AE[(X+1)" 1

b) 244623472240 o £ d) 1-e

Sejam X o nimero de eventos que ocorrem num intervalo de tempo e Y
o numero de eventos (dentre as ocorréncias) contados. Do enunciado,
Y|X = x ~ Binomial(x, p). Assim, para y € N, temos
P(Y=y)=Y 2 P(X=xY =y) =¥ P(X = x)P(Y =y X =x) =
SS) _ _ [2(A=-p)]*7?
:Zx yi A )p’(l P = et op X, e — -
= et p)et D = —“’uw
Portanto, Y é Poisson (1p).

(M—x)(n—x)
(x+1) (N —m—n+x+1)

Vamos verificar que X +Y ~ Poisson(4; +249). Para t € N, temos

PX+Y=0)=Y' P(X=xY=t-x)=Y"_ Le*12}.

x=0 x!

R

= x) 2767 =
1 —2q—2s 1o=(arta

=qe 2 Yo (1) 415 = (A1422) (31 + 29).

Procedendo como no exercicio 27, obtemos X +Y ~ Binomial(n+m, p).
. . . A
Vamos verificar que X|X +Y = n~ Binomial (n, l—l )
142
Como X eY sdo inteiras ndo negativas, P(X = x| X +Y =n) =0 para x> n.

Para x=0,..., n, temos . .
e 1Ay e T2y

P(X=xY=n-x) Xl (n=x)!
P(X+Y = n) - e’(ll+l2)(ll+12)n

_ n!
S (2 ) (22 )
X A1+A9 A1+A9 :

P(X=x|X+Y =t)=(} )(tmx)/(";m) ,x=0,..., ¢ (proceder como no exer-
cicio 29).

P(X=x|X+Y =n)=

Procedendo como nos exercicios 29 e 30,

_ _ o\ PX=x)P(=n-x) _ _(1-p)*p A-p)"*p
P(X = X|X+Y = n) = P(X+YZ7L) = 27—0(1‘P tp(l_p)nftp
a-p)"p 1
S 1o,
zr=0(1_p)n/)2 n+l x=
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P(X=x)=(I)p A-p*7", x=rr+l,..

Do enunciado, X = Zlel-, Yi,....YR independentes. De (4.12) e (4.13),

resulta que E(Y)f +1_p eVar(Y)f ,i=1,...R. Assim,
EX)=Y" E Y)—Zl 1’,:% e

1- R(1-
Var(X) = Y8 var(ry) = 3%, pj’ = (pzf”.

Zf:}{w_l (R+/y_l)ﬁj(1 _p)R+M—1—j

Dica: Considere X: niimero de sucessos nos primeiros R+M—1 ensaios.

Seja X; o nimero de envelopes adquiridos ap6s a obtencao da i-ésima
figurinha inédita até encontrar a proxima, (i+1)-ésima, i=1,..., N-1.
Observe que vale X = 1+Z X e, portanto, E(X) =1+ Zl 1 E(X ).

) isto é, P(X; ])_(N)] 1%,

Note ainda que X; ~ Geometrica ( NN

j=1,....

a) Como X nao corresponde a soma finita de variaveis independentes
e identicamente distribuidas segundo o modelo geométrico, X nao é
binomial negativa.

b) EX)=1+XN  EX) =1+ XN S = 3N

o

a)p/(2-p) b)Y 1/(B=-3p+p>) o) 1/(2-p)?

Numa sucessao de ensaios de Bernoulli com probabilidade de sucesso
comum p, hd a seguinte equivaléncia de eventos: a ocorréncia do R-
-ésimo sucesso se da ap6s o n-€simo ensaio se, e s6 se, nos primeiros n
ensaios ocorrem menos de R sucessos. Definindo as varidveis X: nu-
mero de ensaios até a ocorréncia do R-€ésimo sucesso e¢ Y: numero de
sucesso nos primeiros n ensaios, temos que X ~ BinNegativa(R,p) e
Y ~ Binomial(n,p). Da equivaléncia de eventos descrita acima, resulta
aigualdade P(X >n) = P(Y <R).

Basta usar o exercicio 24(a), (4.16) earelacao Var(X)=E (X2) —(E(X ))2.

P(X =n) =p" é crescente no intervalo [0,1] e, portanto, P(X = n) atinge
valor maximo em p=1. Analogamente, P(X =0) = (1-p)" é decrescente
e atinge valor maximo em p = 0.

Parak=1,...,n—1, [;(p) = P(X = k) = (})p*(1 - p)"~* é diferencidvel em
(0,1). Assim,

@) = {1 A=)+ prn—k) A= p)" (-1} =

= (W A= k= np)
frp) >0 k-—np>0ep<k
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Logo, f}, ¢ crescente se p< 7 Analogamente, verifica-se que f}, ¢ decres-
cente se p> - Portanto, f3,(p) = P(X = k) atinge valor maximo em p= 5

40. Procedendo como no exercicio anterior, P (X =k) é maximizada em A=k.

41. a) Do enunciado, #;(N)=P(X =i) = %A)m) N > max{n, m+n—1i}.

b) Para obter o ponto de maximo de k;, estudamos o crescimento (de-
crescimento) da funcao avaliando a expressao em pontos consecuti-
vos. Para N > max{n, m+n— i},

BV < (N +1) o O o 05" ) Newtmei
Z(N) - Z(N + ) A (N) - (N+l) A N+1 A
n n N-n+l

S (N+1D)(N-m—-n+i+l) < (N -m+1)(N —n+1l) < iN < mn—1i.

Assim, se i >0, para N < = —1, /;(N) € nao decrescente e, para
N = %2 ~1, hj(N) é ndo crescente.

Logo, se * ¢ inteiro, ** e “* — 1 sdo pontos de maximo de &;(N).

Caso contrano o ponto de maximo € ["m ].

B.5 CAPITULO 5

1. Como X ~ U (0,20), f(x) = 21—0, se 0 < x<20, e f(x) =0, caso contrdrio.
Assim,
_ 3 31 2 7
a) P(X<38)=[" of (%) dx= 020dx b) £ <) 35

7
P(X-3|<4)=P(-1<X<7)= +f0 2de——o
2. a) 0,3779 b) 0,8413 c) 0,0455

3. a) Para(<-3, F(1)=P(X <)=0. Para-3< (<7, F(1)=['y 10 dx= 53,

10
Para t>7, ﬁ(t)— 3110dx 1.
4.2)1 b3

5. Seja X o numero de caras observadas em 40 lancamentos da moeda ho-
nesta. Admitindo independéncia entre os resultados dos lancamentos
sucessivos da moeda, temos que X ~ Binomial(40,1/2),

40
P(X=20)=(3)(3) =0.1254.
Utilizando a aproximacao Normal para a Binomial, X é, aproximada-
mente, distribuida pelo modelo Normal (40(1/2),40(1/2)(1-1/2)), isto

é, X ~N(20,10). Assim,
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P(X =20) = P(19,5< X < 20,5 :P(19’5*2° < X=20 o 20’5’20) =
( ) ( ) o 1o o

:P(19’5_20 <7< 2°>5‘2°) = P(-0,16<Z <0,16) =0,1271,
o o ( )

onde Z ~ N(0,1). Os valores obtidos sao bem proximos.

a) e 1=0,3679 b) e 1 —e72=0,2326

Seja X o nimero de pacientes que apresentaram nivel de colesterol re-
duzido ap6ds a conclusao do periodo de dieta. Sob a hipotese de que
a dieta nao tem efeito algum sobre o nivel de colesterol, suporemos
X ~Bin(100,1/2), E(X) =50, Var(X) = 25. Assim,

100
P(X 265) =3 1% (") (1) =0.0018.

X €, aproximadamente, distribuida pelo modelo N(50,25). Assim,

P(X >65) = P(X > 64,5 :P(ﬂzw):l-PZsm =0,0019.
( ) ( ) 5 = ( )

A aproximacao normal produz resultado bem satisfatorio neste caso.
(=2)(1=¢7%9)+3¢799 20,033

Seja X o ponto escolhido no segmento de reta de comprimento L.
Suporemos que X ~ U(0,L). A probabilidade de interesse ¢ dada por

Px bl <h)erxo bR -p(xed)er (x> #)-3

Sim. Atualmente, a distancia esperada entre o local de avaria e a estacao

de reparo mais proxima € de 12,5 quilometros, ao passo que sob a nova
proposta tal distincia média seria reduzida para 9,375 quilometros.

Seja X o numero de itens defeituosos na amostra de tamanho 1000.
Admitindo independéncia entre os funcionamentos dos componentes,

com a confiabilidade de 0,95, X ~ Bin(1000,0,05) = N(50,47,5). Assim,

P(X>30) = P(X >29,5 :P(H > M) = P(7<2,97) = 0,9985.
( ) ( ) 75 > s ( )

Admitindo independéncia entre as quantidades de chuva anuais, defini-
mos Y como o nimero de anos necessarios para se registrar uma quan-
tidade de chuva anual maior que 50. ¥ ~ Geo(p), onde p = P(X > 50),
X ~ N(40,4). Assim, P(Y >10) = (0,9938)10 = 0,9396.

E(X-d) =1 [(a-x) detd [M(x—a) dx= o (242~ 244+ 42).
O ponto de minimo de E (|X —a|) é a* = %A.
a)e 1203679  b)e1=0,3679

Sejam X, o tempo para a ocorréncia de algum defeito grave num carro
tipo A e L4 (Xy), o ganho com a venda de um carro tipo A. Do mesmo
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modo, definimos Xp e Lp(Xp). Vamos avaliar os valores esperados de
La(Xy) e Lp(Xp).
E(L4(X4))=1000P(L4(X4)=1000)+(—=3000)P(Ls(X4)=-3000)=
=1000P (X4 >6)+(-3000) P(X4<6)=
=1000P(Z>-3)+(-3000) P (Z < -3 ) =732,16.
Analogamente,
E(Lg(Xp))=2000P(Lp(Xp)=2000)+(-8000)P(Lp(Xp)=-8000) =
=2000P(Xg>6)+(-8000) P(Xp<6)=
=2000P(Z >-2)+(-8000)P(Z < -2) =1772,50.
Como E(Lg(Xp))>E(L4(X4)),arecomendacao é incentivar a venda de
carros tipo B.

Q) Y (3)e(1-e7! )5_i =0,2636  b) 5¢72=0,68

Para ¢ >0, seja ,(X) o custo da inspecao programada para ¢ horas apos
o inicio de operacao da maquina. Vamos determinar E (/,(X)).
Do enunciado, [,(X) =B,se t< X, e 1,(X) = C(t—X), caso contrario.
Assim, E(I,(X)) = [, C(t-x)1e” 1 dx+ [ Bise” 10 dy
t

=C(t-10)+(10C+B)e 10,

Note que E(,(X)) é diferenciavel em (0, c0),
t
E(I(X))=C-(C+Z)e 0.

Observe que lim, g+ £ E(1,(X)) = -+ <0, lim,_, LE([,(X))=C>0e
que iE([ (X)) € crescente em (0, 00).
Seja 1* = 1010g(1+ 12 ) atinica raiz de £ E(I,(X)). Assim, % E(I,(X)) <
0,set<t*, e Elz(lt(X)) >0, se t > t*. Logo, E(I;(X)) é continua, de-
crescente em (0, *) e crescente em (¢*,00), donde resulta que E({,(X))

atinge valor minimo em ¢* = 10log ( 1+ IOC)

Supondo independéncia e probabilidade de 0,95, n=2401.
Se p<0,2, n=1537.

Para ¢ > 0 natural, vale que I'(¢) = (¢—1)!. Da definicao, h(x) = %

Para determinar 1-F (x) = P(X > x), faremos a integracao por partes.
P(X>x)=fx = 1)')“t wl~ Lot gy =

= A (- %):o A ST A -2 (- e’j“)du=

:—(lill)!ef’lx(/lx)t71+(FQ)! fx ANl 2em A gy,

Procedendo como na linha acima, obtemos

R V) R e L S NI LA R Sy}
(E =) +(t—3)!fx ATRu e du,

P(X >x)=
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e, assim, sucessivamente, obtemos

e_lx(lx)t_l e—lx(lx)t—Z e—lx(lx)() —l 11
O R = A T “Yiso f (4

7!
Substituindo na expressao de h, resulta A(x) =

P(X >x) =
,1' -1
-D1Y i

h(x)=1/(a—x),0<x< a.

Sejam [ e F] as func¢oes densidade e de distribuicao (acumulada) para
o tempo de vida de pessoas fumantes. Do mesmo modo, sejam fy e Fy as

lf 7 1=1,2.
Do enunciado, temos, para cada x, /i (x) = 2h9(x), ou seja:

(x) 5(x)
1{}1%) - 1{;2’;@ = Llog(1-F (%) = 2L log(1- Fy(x)) =

= log(1-F (x)) =2log(1-Fa(x)) = 1-F(x)=(1 —Fg(x))Q.
A afirmacao implica que a probabilidade de um fumante sobreviver a

correspondentes fun¢oes para nao fumantes. Seja h; =

idade x é o quadrado (e nao a metade) da probabilidade de um nao

fumante sobreviver a mesma idade.

Basta proceder como no caso discreto de variaveis inteiras nao negativas
(exercicio 16 do capitulo 4) considerando integrais ao invés de somas.

a) Consideremos o caso em que 7" é continua. Obtemos, inicialmente,
a distribuicao de T'—tdado T > t, t > 0.
Para u<0, P(T—t<u|T >1) =

Parau>0, P(T —t<u|T >1)= P<TI§(“T*;€2‘> - P“f_?ﬁ(tu;ﬁ - FW%E;)FU)

Como F é diferenciavel, a densidade condicional de T" — ¢ é:

f(u|T > t) _ (u+t)

, u>0. Usando o resultado do exercicio anterior,

()= BT =] 2 0= ;[ [ Lot aul dx= [7[ 7 5 de] dxe =

x RQ) R
_ oo P(T>x+t) oo P(I'>y)
0o —Ro =/, R D= R(z)fz R(y) dy.
ym) =L [Te P av =1 oy m(ny= 5 [ At dv= A5 0< <A
A

1) = S se 140, € (0) =

B e BVt [ i e L B TR0 W N
a) E(X) = Bap) = B(a.p) " Bap) T atf
(a ultlma igualdade decorre do fato de que rlﬁjzlt)l) =u, u>0).
Analogamente,
9\ _ B(a+2,8) _ a(a+l)

EXD) = TFap ~ @h@hD

__alash) ( a VL _ab
Var(X) = et~ (38) ~ Gt

b) Procedendo como no exercicio 39 do capitulo 4, x* = #21_2.
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F(x):%e’lx,se x<0,eF(x):1—%e_“,sex20.

Para t<0, Iy (t) =P(Y <t)=0.
Para t>0, Fy (1) =P(Y <t)=P(-logX <) =P(X > ehy=1-e¢".
Logo, Y ~ Exponencial(1).

Y ~ Exponencial(1/c)

a) F(m)=1%e 2% =1 o m=J(a+h) b) Pela simetria de X, m = .
) F(m)=% < 1-e*" =3 & m=log2

a) Todo x € [a,b] € moda de X b) u c)0

a

Assim, fy (1) = dry (1) _ %Fx(atl/ﬁ) - %tl/ﬂ—lfx(atl/ﬂ) —

Para ¢ >0, Fy (1) = P(Y < 1) :P((K)ﬁ < z) :P(X < azl/ﬂ) :Fx(azl/ﬂ).

dt
Logo Y ~ Exponencial(1). Analogamente, provamos que
X ~ Exponencial(l) = Y = aX1/h - Weibull(a, g).

a=1/(b—a)e B=-a/(b-a)

Verificamos o resultado no caso em que F é inversivel, com inversa F 1.
Parat<0, Iy (t) =P <t)=P(F(X)<t)=0. Parat>1, Fy(t) =1.
Para0<(<1,F ()=PY<t)=P(F(X)<t)=P(X<F Y 0)=FF Y1) =t

fr(=1,se0<y<1, e fy(y) =0, caso contrario. Assim, Y ~ U(0,1).
Considere A>0. Note que —% <0< % = -A<R<A. Assim, para r<-A,
Fr(r)=P(R<7r)=0,eparar>A, Ip(r)=1. Para -A <r <A,

Fp(r)=P(R<r)=P(Asenf< r)=P(0§ arcsen(%)):% (arcsen(%)+%).

Como F, ¢ diferencidvel em (-4, A), P8O _ 0 (r) = 1/ 47\1 - (r/ 4)%,
Para A <0, obtemos, analogamente, fz(r) = —l/AJT‘/l —(r/A)2.

Para determinar E(X) e E(X?2), basta usar f;° —Lodx= d;ﬂ ,se a>0.
X

a) Para t<0, Fy(t) = P(X < {) = P(e¥ <) =0. Para (>0,
Fx(1)=P(X < 1) = P(logX <logt) = P(Y <logt) =¢(“’g#),
onde ¢ é a funcao de distribuicao do modelo N(0,1).
Derivando Fy em relacao a ¢, obtemos

Sx()= m‘}g eXp{—#(logt—y)Q}.

-1 —u)? -1 _ )2
b) E(X):fooot?e 262(10gt ) di= J%fowe 202(logt ) di =
aly2im ovy2m
P -2pyen®-207

Ly )?2
:;f_";e 202 07 eddy=— ff;e 202 dy

o\2r o\2r
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112 (/t+112)2 _)‘272(;”02)}%(;”02)2 +1 9
PV e ALY o 1,

E(X)=e 202¢ 202 f_";;e 202 dy=e""2

o 914942
Analogamente, obtemos E(Xz) = 2H+20

Var(X) = 21+9° (0% _1).

e, consequentemente,

1_ L
38. a) fy(1) = t? ]e 2, parat>0,e fy(t) =0, caso contrdrio.

F
b) EY)=1eVar(Y)=2.
39. Paraz<0, Fy(z) = P(Z < z) = P(2BX < 2) :P(X < i) =0.

25
Para z>0, Fy(z) = P(Z < 2) = P(2pX <2) = P(X < 53)

z 1\% a-1 7%
ﬁ):(2) e
I'(a)

= FX(#)- Entao,

— 10

@) = T = b p (55 ) - ﬁ”“ (55

Ouseja, Z é Gama (a, E) Se a

)a—le_ﬁ

l\.l'—‘ >—j
N

possui distribuicao qui-quadrado 1.

aaﬁﬂyafl .
25> Paray>0, e fy(y) =0, caso contrdrio.

10- v )= 55 5 (pran

41. a) O conjunto D depende do parametro A. Assim, o modelo nao per-
tence a familia exponencial uniparamétrica.

b) Para x € R,
5 9 5 _1.2 5
T 1) = o 80?1 g P 2ep®) T8V —gu®
V8ar V8ar V81

_1,2 _1,2
Tomando S(x) = L. 8 T (wy=e 8% a(x) = i e b(p) = p, conclui-
8

mos que o modelo Normal(y,4) pertence a familia exponencial.

B.6 CAPITULO 6

1. a) f_ozo fiof(x,y) dxdy=1 @fog fol cdexdy=c( x|é) ( %y%kl)) = %c@ c=%
b) P(X+Y >2) =[] [, x%ﬂm@: [Fin-@-xdx=32
o) PX<1)= fy fy 3y2dxdy=1}
d) P(X =2Y) =0, pois o conjunto {X = 2Y} tem drea nula.

2. a) Sim. b) fx(x =%)2x +x),se 0<x<1,efyx(x)=0,c.c. c)%

3. a) Aregiao corresponde ao interior do triangulo de vértices (0,0), (2,-2)
e (2,2).
f f oS (xy) dxedy = fO fxsx(x y)dyldx = fO L3 dax=1

c) fx(x)= f_oof(x,y) dy= f_x gx(x—y) dy = 41_1 ,se0<x<2, e fx(x)=0,
c.c.
Do mesmo modo, temos: fy(y) =0,se y< -2 ouy>2.
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o 2
Para 0<y<2, fy(y) = 7,/ (x.y) dx= [ $x(x-y) dy:%(16—12y+y3).
Analogamente, obtemos, para =2 <y <0, fy(y) = (16 12y+5y ).

CEQ) =[x e OV aay=1, E@) = [Ty e OV axay=1e

E(XY)=fO fo xyye Ot J)dx]aly:?. Logo, Cov(X,Y)=2-1-1=1.

. Cov(X,Y) :E(XY)—E(X)E(Y) =

*fo fo xy

b) 2

dy ]dx— (fo dxfo

Sy (fy dnfy o

3
C)2—0

. Sejam X e Y os instantes de chegada de Paulo e Pedro, respectivamente.

Consideremos o tempo em minutos e que X e Y sao distribuidos segundo
o modelo Uniforme (0,60). Assim, o primeiro a chegar esperard mais do
que 10 minutos se |[X —Y| > 10. Assim,

P(X-Y|>10)=P(Y >X+10)+P(Y <X—10)=

50, (60 x=10 1
=Jo Uiosx 3600dy d’”f [y 5o00 Ddx

_ 50 50-x x—=10 _ 25
_f() 3600 dax+ flO 3600 dx T 36"

. a) A densidade de Z é:

frz(z)=1-e"%se0<z<1, fz(z)=e*(e—1),sez>1,e f;(z) =0, c.c.

1 1
b) fiw(w)=1-e"7-Le7@ se w>0,e fiy(w) =0, c.c.

. a) Obtemos, inicialmente, a funcao de distribuicao de Z:

Fz(z)=0,se z<0. Paraz>0,
Fz(2)=P(Z <2)=P(X+Y <2)= [[[[; " 2e”**he” MV dy]dx =
= [y e [1—e 2 dx = [ A(e™ = e ) dx=1- (1+22)e *%.
Assim, f7(z) = “/(Z)
b) Para w<0, FW(w) =0. Paraw>1, Fyy(w) =1. Para0 < w< 1, temos

Fyy(w) = P(mgw) P(Y> Luy —f0°° ﬁ"’w de”** pe” M dy)dx =
—fo P P fo Ae T dy=w.

dbw(w

=12z¢ %% 2>0. Note que Z é Gama(2,4).

Logo, para 0 <w< 1, fyy(w) =
Assim, W é Uniforme(0,1).

=1, e fyy(w) =0, caso contrario.

Jz(z)=2z+1,se —=1<2<0, f7(2) =1-2,5e 0<z<1, e f(z) =0, caso contrario,
e, assim, f, nao depende de 6.

a) Obteremos a distribuicao de X +Y construindo as variaveis Z = X +Y
e W =X, obtendo a conjunta de Z e W e, por fim, a marginal de Z.
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Nesse caso, a inversa é dada por X =W eY =Z —W e o jacobiano por:

gx ox) g

Jz Jdw
= = =—1.
A T
dz dw

Assim, para 0 <w<z,

Sfzw)(zw) =[xy (x(z,w),y(z,w)| ]|

“ -1,- s -1,-A(z-w
F}za)wa le lwrﬂiﬁ)(z_w)ﬁ 16 2 (z—w)

Entao,

f7(z) = f S zwy(zw) dw= fo 1_( Mﬁ G 220001 (5 ) B g,

Fazendo a mudanca de varidvel =¥, obternos

fZ(Z) r‘(a+ﬁ) DH-ﬁ 1 —/lz Z>O.

b) O resultado é provado por inducao. O item (a) assegura o resultado
para n = 2. Pela hipé6tese de inducao, suponha que Z, = Z:":l X; é
Gama(zlil a;, A) e seja X,,; com distribuicio Gama(a,,,4).
Defina 7, = Z?:l X;+X,41 € W, =X,,41. Procedendo como em
(a), obtemos que Z;’:ll X; € Gama(Y! | a;j+a,,1,4).

12. Dica: Proceder como no exercicio 11.

13. a) Note que Fyy(w) =0,se w<0,e Fyy(w)=1,se w>1. Para0<w<1,
Fy(w)=P(W <w) =P(RI*<w)=P(R<w/I?) =
= LSy 6x(1-x)2ydyldxt [ [ [ /% 6 (1 x)2ydy] d
=3uw?-8w2+6w

dFW(w)

Logo, fy(w) = =6w-12vw+6,se 0<w<1, e fiy(w) =0, c.c.

b) EW) =1 c)P(W>§):8fT‘“=o,o784

14, Adensidade de I'é f(0)=e V! (1/0+2(1/1+2) ~e 2/t (2/1+242/1+2),
para t>0,e f;(t) =0, se t<0.

15. a) Parat<2, Fg(t) =0. Para t>12, Fg(t) =1.
Para t € (2,12), Fg é determinada em 4 casos:
para2<t<4 Fg(t)=P(A- B< )=P(B<t/A)=

1
—fl fz x=1)5 dy]dx— —§—%log%;
para4<t<6, Fg(t)y=P(B<t/A)=

=fli[f24(x—1)%dx]dy+ f;[fj(x—l)%dy]dx+f2§[fj (3—x)§dy]dx=
9

=5- %l2+21 logt—3 &y log2; analogamente,

para6<t<8,FS()——10gt+—tlog3— 2 ~3tlog2;



268 o

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Probabilidade: Um Curso Introdutorio

e, para 8 <t <12, Fg(t) = —t2 8+—t10g3—%logt+3tlog2.
b) Como A e Bsao independentes, I (S) *E(A B)=E(A)E(B)=2-3=6
c¢) Doitem (a), P(S>10)=1-Fg(10) = 1510g5 0,0152

2

()7 o

(3] Sye 202 se y>0,e fy(y) =0, se y<O0.

A transformacao inversa é dada por X =V -2U e Y =3U -V. O jacobiano

ol —
Nol—

Sr(y) =

POl wo)

Ox - gx) 9
S A L7 _|0u  dv|_ _
dessa transformacao ¢ dado por: J = = =-1
Do g g
du dv

Para v-2u>0e 3u—-v>0,

Sy (o) =fixy)(x(w0),y(u,0)|]|=e
Jovy(wv)=e™
A densidade de U éfU(u)—f;:‘e_“ dv=ue™™, se u>0, e fi;(u)=0, se u<0.

—(U—Qu)e—(‘a’u—v) = isto é

,se 2u<v<3u, ef(U,V) (u,v) =0, caso contrario.

1 _1
Além disso, fy (v) = fl Udu=e 3" —¢ 2" se v>0, e fy(v)=0,se v<0.
Como nao vale [y v (u, v) = fuy(u) - fy(v),U e V nao sao independentes.

1
1 —su 1 311
f(U,V) (u,v) = 3¢ 2 T’ para u>0, ef(U,V)(“’ v) =0, caso contrario.

U e V sao independentes.

Do exercicio 18, podemos escrever R = \/ﬁ e @=arctgV. Essa transforma-
cao ¢ inversivel com inversa dada por U = R’eV = tg0, cujo jacobiano é:

Gu - gul oy 0
J=| 901- =2 Parar>0e-7 <0< 7%,

dv v 0 1 cos26 2 2

ar a0 cos26
Frio) 0= (ur.0), 0. 9) = he 2 L 2o 1
(R.©) w.v) =3¢ 7 (1+tg2 ) cos26 T

e f(r,@)(r,0) =0, caso contrario.

297P ~1,—au_T(a+B) -1 -1
f(UV (u,v) = r(a+ﬂ)ua+ﬂ e umva (l—v)ﬂ ,seu>0e

O<wv<l, e f,v)(uv) =0, caso contrario. U e V sao independentes.
No exercicio 1, f(x,y) = §y2,se O<x<2e0<y<l.
A densidade de X é fx(x) = f_ f(x,y) dy= fO 2dy 2, se 0<x<2.

A densidade de Y é fy(y) = [ f(x,y)dx = fo 3% dx=3y%se 0<y<1.
Como f(x,y) = fx(x) - fy(y), resulta que X e Y sao independentes.

No exercicio 2, f(x,y) = g’(x2+%xy), se0<x<lel<y<2.
X e Y nao sao independentes pois

Tx@)-fy () =2(5+7)- 2@x%+x) # [ (x,9).
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No exercicio 3, fy(x) fy (9) = 12+ 5 (16 - 12y+3y3 =2y} £ f(x.3) e,

portanto, X e Y nao sao independentes.
Nos exercicios 4, 5 e 6, X e Y nao sao independentes.

Usar o método do jacobiano. Inversa: U=arctg(Y /X), Z= % (XQ +Y2).

a) fx(x)= [ f(xy)dy= [, 2xe > dy=2x,se 0<x<1.

fr(y) = f_ozof(x,y) dx = fol 2xe Vdx=e"),se y>0.
Como [f(x,y) = fx(x)-fy(y), resulta que X e Y sao independentes.

b) X e Y nao sao independentes. c) X e Y nao sao independentes.

a) f(u,v):u/(1+v)2,seO<v<leO<u<1+vousev>1e0<u<(1+v)/v;
f(u,v) =0, caso contrdrio.

b) f(u,v):u/v(z,se v>0e0<u<min{l,v}; f(u,v) =0, c.c.

c) f(u,v)=u,se 0<v<leO<u<min{l/v,1/(1-v)}; f(u,v) =0, c.c.

a) Seja X = (Xy,...,X,) um vetor aleatério com densidade f. Definindo
Y= 2_7;:1 ainj, i=1,...,n, podemos escrever Y = (Yy,...,Y,,) = XA’
(-
Ly
_l)t, de modo que, para

Como A é inversivel, com inversa A~} = (a ), a tranformacao é

inversivel com inversa X =Y (At)_1 =Y (A
o _yn =D
i=1,...,n, X- Z] 144 Y;.

Além disso ( 1), i,j=1,....,m,e J =detA™ L, Logo,

4 ay
FrO =GO 1=1 y(A- ))ldetA™!| =
|detA|f(Z] 1y Ny X aly)).
b) Sejam Y1 =X}, Yo=Xo—X1,....Y, =X, X, _1. NotequeY=X(A_1)t,
ondeA_l—( (]_])>coma_1—l i=1,....,n,a;; =-1,sei=1,...,n-1e

]

Jj=it+l,ea; i ! =0, caso contrério. Nesse caso det A~! = 1. Do resultado
em (a), obtemos a funcao densidade de X

Fx (%15 eer %) = [y 01 (X eees %) s ees Y (K150, %)) | det A71| =

5 -2 (32 e —x)?
= fyy (%1 fry (xo=x1) - fy, (5 =x-1) = (55 ) (R )

b) 0

27. a) Sejam X e Y asidades da mae e do pai, respectivamente. Nesse caso,

P(X>30) = fgong(x) dx= f;g foo f(x,y)dy]dx.
Fazendo U = _w eV = Ya';fl , e denotando ugy = —SO;CM,

P(X>30) = fujo[]'w (u? —2puv+v )}dv]dU*

- 2”‘1,‘)2 {_2(1 PZ)
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2 2
©  du uT-uTp o 1 (v—pu)
= €ex - ex — dv =
30 25 p{ 22(1— p?) }f*m m p{ 2(1—,0?)}
_r° d_u _ut-w p oo _1_
“Jugg mexp{ 2(1- pZ) } quo Fe p{ }du 1 FN(u?)O);
onde Fy ¢ a funcao de distribui¢cao da Normal (0,1).

S—HM _ 25—pp
oM U25 op

b) Procedendo como em (a), com ugs = 2

_l 2 A
P(X <25,Y <25) = ["B L 79" FN(M)du.

e r \l—p2
28. a) Dica: Note que E[(tX +Y)2] >0,V € R.

b) DefinalU =1,se X <x,eU =0se X >x, V de modo similar e use (a).

29. a) F(X(l)’xm))(u,v) =P(Xy S u, Xy <v)=P(X(p) <), se u>wv.

Para u < v,

F(X(l),X(n))(%v) =PXpn <0v)-PXqy>u X, <v) =
=P(NL{X; <o) -P(nL{u<X; <)) =
=1L P(X; < v) -1, P(u< X; < v) =
=F"(v) = [F(v) - F(w)]".

Para u < v, .

Xy Xy (0) = #;,,F(X(l),X(n))(u: v) =
= n(n=1f (w/(@)[F(v) - F ()]" "

b) Para a<0, F4(a) =0. Para a> 0,
Fpla)=P(A<a)=P (X, <at+Xqy) =
=[5 du " n(n=1)f (W) f (0) [F (v) = F (u)]"~2 dv =
= [, dunf () [F (o) = F (][
= [T nf(w)[F(uta)-F(w)]" " du
30. a) E[F(Xa)l=-5  EF(X)l=25

b) fa(a) =n(n- l)a"_Q(l— a),se 0<a<l,e fy(a) =0, caso contrario.

) p(X(1y X(m) = %

31. a) Para (<0, FXI)(t)=O. Para ¢ >0,
FX (t) P(X(] <t)=1- P(X(])>t)—1 P(ﬂ (X;>t) =

S =TI P(X; > £) = 1 =TI e~ il = 1 — ¢~ Zim1 At
Logo, X (1 é Exponencial(zzil 2;)-



Respostas dos Exercicios Propostos ~ ®

b) P(X (1) = Xp) = P(Nizil Xp < X3}) =
f() ka ka llie_/lixi d‘xldxn =
= f() dxy, Ape” M J‘;: f;: Hi;&klie_;t"xidxl o, =
= J57 ape e Zigh Mk gy

= Jy7 €T B A = X)) = 20/ G e )

32. Seja M a mediana da amostra e, para cada ¢t € (0,1), considere a variavel
aleatéria Y;: nimero de varidveis na amostra com valor menor ou igual
a t. Note que Y; é Binomial(2n+1,¢) eque M <t <Y, > n+1. Assim,

Fy()=P(M <1)=P(Y, = n+1) = Y201 (201)i (1 = 2010,

i=n+1 i
() =220 @ 1) (321 (3 (122 () (1 02| =
:(2n+1)(2nn)tn(1—t)n

33. P(X(y) 2 0,99) = 1 - P(X(,) <0,99) = 1-(0,99)" > 0,95 < (0,99)" < 0,05
1log 0,05
= 1log0,99

=298,07. Portanto, o menor valor de n é 299.

34. Exercicio 1
a) f(y]x)=3y% se 0<y<l; f(x]y) =3, se0<x<2
b) E(V|X=x)=3; EX|Y=y)=1
Exercicio 3

6x (x—y)
a X) = —_—
) SOl = 16-12y+8y5—2y[3’
48-32y-3y* 145y

32-24y+6y5-4y2|y|

se —x<y<x f(x]y) = se [yl <x<?2

22’

b) E(Y|X =x) = —gx E(X|Y =y) =

Exercicio b
a) f(y|x) = ,l—c,se0<y< x;

—2x 00 —2x
f(x]y) = XQfey()‘) ,se x>y, onde fy(y) = fy 2e " dx, para y> 0.

o 1 ~ 2y
b) E(Y|X:x):§x, E(le :y):fy(y)

35. ) fy(») = Jj & dx=e", paray>0. Isto &, ¥ ~ Exponencial(l).
S(xly)= f"” =1 se0<x<y. Logo, X[V =y~ U(0,y) e E(X|Y =)= 3.
b) Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=E(EXY|V))-E(EX|Y)EY)=
=E(EX|Y)-E(5Y)E(Y) =
- B(3%)-B(37) ) -1-4 -}

36. fy(y)=-log(l-y), para0<y<]1,e fy(y) =0, caso contrdrio.
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87. a) Parat<0, F, ,yo(t) = P(Y /X2 <1)=0. Para t> 1, /XQ( )y=1.
Para 0 <1< 1, Fy ,yo (1) = PY/X2<1t)=[; dxftxl dy—t
Assim, — b ~U(0,1).

b) E(X)=2,E(Y)=E(E(Y|X))=E(§X?)=4e
3

E(XY)=E(E(XY|X))=E(XE(Y|X))=E(3X%)=["%3
Logo, Cov(X,Y) = 16.

x

e 2dx=24.

38. Basta desenvolver f(w|xq,...,x,) = f(xlx—”lw)f(w)

39. Paraye (0,1),
P(Xy=x1,..., X=xn |9/ (5)
f(ylxlle,,x :xn)_ Pl(;l—xl ;—lin{} -

T
Hl IPX xtly ,i(;]t?ﬁ)}'u 1(1 y)/} ! _
Iy ML P Xm0 oot s e (-0 AV

L I M P U

foltziilxi(l_t)"—ﬂ;m
SOl X1 =x1,.... X, =x,) =

_ I'(a+p+n) a+Y o x; -1 1- Bn=Y" x; -1
T(ary i )L (prn-s v > (1-3)

40. E(Y)=2/1 Var(Y) =

41. Parax e N,
o ye 2y x+1
P(X=x)=["P(X=x|V=))[y (y) dy= fO N “e dy= [, ” dy=(3)
)
42. a) f(y1,. .,yn)— ,s€9;>0,i=1,...,n, onde yg,) = max{yj,...,y,}, €

SO, 9p) = O caso contrario.

B) S(x|31 s ym) =€ X0 e x>y, @ f(x] 315 y0) =0, Coc

B.7 CAPITULO 7

L E(X)=Y 0xP(X =%) =Y qa¥P(X =x)+ Y xP(X = x)
>0+, 014 14P(X = x) = 14P(X > 14)=2

A A
2. Note que {X < 7} c {|X—A| > 5} e (X2 c{|X-2=2}
3. A demonstracao ¢ baseada na Desigualdade de Markov, provada abaixo

no caso continuo: para X varidavel aleatoria nao negativa e a >0,

E(X)= vﬁxka} xf(x) dx+f{x<a] xf(x) dx> f{xza} af(x) dx=aP(X > a)
= P(X >a) < LEX).
Para ¢> 0, temos, usando a Desigualdade de Markov, que



10.

11.

12.

Respostas dos Exercicios Propostos ~ ®

E X
P(X 2 xg) = P(1X > txg) = P (e > ¢!¥0) < (%) _ox0.

etxo etx(,

. Basta utilizar a dica tomando ¢* > 0 como especificado no enunciado.

. Se E(X) >0, temos, pela Desigualdade de Markov, P(X >2u) < E;i) = %
A probabilidade de uma variavel nao negativa qualquer distar do seu

1
valor esperado a0 menos a média nao excede 3.

. Proceder como no exericio 5 usando a Desigualdade de Tchebyschev.

. Note que Y~ Gama(m+1,1), de modo que E(Y) =Var(Y) = m+1. Assim,

PO<Y <2(m+1))=P(|Y —(m+1)|<m+1)=1-P([Y —EY)|>m+1) >
Var(Y) — m
(m+1)2 ~ mtl

(a ultima desigualdade segue da Desigualdade de Tchebyschev).

>1-

a) P(X>100) < 5 (exercfcio 5) b) P(X >100) < &5 (exerc1c10 6)
O conhec1ment0 da variancia da variavel Y permite estabelecer um ma-
jorante melhor (mais fino) para tal probabilidade.

. a) See>1, P(|Y,—1|=2€)=0,¥n>1,e, portanto, lim,_ .., P(|Y,,—1|>¢€)=0.

ParaO0<e<1,
P(Y,=1]2 €)= P(V, < 1-¢) = P(""{X; < 1 —¢])
“I, P(X;<1—€) = (1-)".
Além disso, lim,,_,..(1-¢€)" =0
Logo, para todo >0, lim,, .., P(|Y,,—1| =2 €) =0 ¢, portanto, X, i> 1.
b) Como no item anterior, se € > 1, lim,,_,o, P(|Y,| = ¢) =lim,,_,,0=0.
ParaO<e<1, P(|V,|=¢)=P(Y,=¢)=P(n {X;=¢})=(1-¢)"

Assim, para todo €>0, lim, ., P(|Y,,—0] =€) =0 e, portanto, X, L 0.

A sequéncia (nY),),> converge em distribuicao para a exponencial de
parametro 1.

Como X1, Xo,... € sequéncia de variaveis i.i.d. Poisson(1), mostre que
Y1,Ys,... sao variaveis i.i.d. com

E(Y1) = E(X?) =Var(X1) +(E(X1))? = 1+ 2% < co.

Pela Lei Fraca dos Grandes Numeros,

Y= 2 (X7 4+ X2) N E(X})=2+22

Para (<0, Fy (1) =P (Y, <) =0elim, . Fy, (¢) =0nesse caso. Para (>0,

By (1)=P(Y, <0)=P(n[1-F(M,)]1<1)=P(F(M,)=1-4)=
=1-P(F(M,)<1-Ly=1-P(M, <F1'(1-%))=
=1-(F(F A=) =1-(1-5)"
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Probabilidade: Um Curso Introdutorio

Logo, lim,,_,o £y, (1) =lim,, o, 1-(1-£)"=1-¢”"
d .
Logo, Y, — Y, onde Y ~ Exponencial(1).

Para t<0, F; (1)=P(Z,<t)=0elim, . I () =0nesse caso. Para (>0,

Fp(0=P(Zy<0)=PC2 <) = P(X, <y =310 (1-2) 4 -
=1-(1- %)“l"”, onde | nt] denota o maior inteiro < nt.

Como nt—1<|nt] < nt, resulta que

1_(1_%)71[ < 1_(1_%)14—[7”5] < 1_(1_%)1+nt.

A\1+nt _ —At
—Aylni_q_

Como lim,,_,, 1-(1- %)”” =lim,, o 1-(1 , segue que

. _ d
lim, ;oo F7, () =1-e¢ At Logo, Z,, — Z.

Dica: Mostre que (X,),>1 ¢ sequéncia de variaveis i.d. com a mesma
ditribuicdo de X e que, para cada n>1, P(|X,, - X|> %) = é

A resolucao deste exercicio envolve conceitos de Analise Real. A prova
completa do resultado pode ser encontrada em James (ver bibliografia).

Verificar que E(X|) = 1+6 e aplicar a Lei Fraca dos Grandes Numeros.

A funcao geradora de momentos de Z é

92,(0)=x, () = fo x" e P dx =
oo i " -n
F(n)f K1l (B=3) dx=(ﬁ) (l_ﬂ) ,paran>%.
t
Logo, lim,, ,o ¢z, (1) = e =¢,(1), onde Z é uma variavel tal que
P(Z = 3) =1. Pelo teorema 7.1.1, Z,, N

X i> X, onde X ~ Uniforme(0,1).

Como X1, Xo,... ésequéncia de v.i.i.d. Normal(y, 02), Y1,Yo,... ésequén-
ciade viid. com E(Y}) = E(X?) =Var(X1) +(E(X}))? =%+ % < co. Pela

Lei Fraca dos Grandes Numeros, Y,, = %(XIQ+--~+X2) i> E(X12) = y2+02.
Faca P(|X,,—a| =€) =P((X, —a)2 > 62) e use a Desigualdade de Markov.

Parae>1, P(IX,|2€)=0, Yn>1. ParaO<e<1, P(|X,|2 €)= P(X, =1)= 1
Ve 0, Tim, o P(X,| =€) <lim, .o L =0. Logo, X, -0

Nao. Sob a hipétese de moeda honesta, a probabilidade de ao menos
6400 caras seria muito proxima de zero porque 6400 = E +280.

Seja X; a duracao da #-ésima lampada, i = 1,...,36. Supondo X1,...,Xsg
independentes com mesma distribuicao Exponencial de média 3, pelo
teorema 7.1.2



24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

Respostas dos Exercicios Propostos ~ ®

¥ X,-363 < 712-363
P T Xi<2)=P(X0 X;<72) = ( R
= P(Z <-2) =0,0228,

onde Z ¢ distribuida segundo o modelo N (0,1).
0,9545 (basta ultilizar o Teorema do Limite Central)

Do exercicio (a)(b) do capitulo 6, X corresponde a soma de n varia-
veis X1,..., X, independentes e com mesma distribuicio Gama(n, 1) (ou
Exponencial(1)). Para n grande, a distribuicao de X é bem aproximada
por uma distribuicao Normal. Com efeito, para x>0,

P(X <x)=P(X, X;<x) =P(Zi:lxi‘"/’1 < HLM) = P(Z < xn/d )

\n//12 B \}n//12 B \n//l2

onde Z ¢é distribuida segundo o modelo Normal padrao.

a) 3458 (Dica: p<0,1= p(1-p) < (0,1)(0,9))  b) 9604

SejaT o numero de lancamentos até a obtencao da centésima cara. Note
que T = Z/ 1 XZ, onde X; é o numero de lancamentos necessarios para
obter a i-ésima cara apos a obtencao da (i—1)-€ésima cara. X;, i=1,...,100,
¢ Geométrica com parametro 5 1. Pelo Teorema do Limite Central,

P(T > 220) (Ztlolon > 220) (T‘%o 22‘0@200) Pz > 3 ~
0,0793.
a) 0,9991 b) 0,9821

Seja Y,, uma variavel aleatéria com distribuicao Gama(n,1).

Note que lim,, ﬁ fon (et gy = lim,,_,o P(Y,, < n).

Procedendo como no exercicio 25,

lim,_, o ﬁ Jy et dt=Tim,, o P(Y, < n) =
=lim, ,o P (

0,9525

Seja T o tempo total de operacao dos 30 dispositivos. Note que
T = ZZ le, onde X;, com distribuicao exponencial de média 10, é o

tempo de vida do ¢-ésimo dispositivo, i=1,...,30. Pelo Teorema do Limite
Gentral, P(T >350) = P(w > 350-30 10) P(Z>5/6)=0,1814.
¢ ) v30-100 v30-100 ¢ 76)

’ . : 2
AE(X?)=0% Var(x?)=2s' b FN(M)
V2not
Seja Y; o nimero de carros que passam pelo jornaleiro até a venda do
i-ésimo exemplar depois da venda do (i—1)-ésimo jornal, i=1,...,90.
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35.

36.

37.

38.

39.

Probabilidade: Um Curso Introdutorio

Assim, Y = Z Y Y; é Geométrica com parametro ,E(Y)=90-3=270e
Var(T)=90-6=540. Como consequéncia do Teorema do Limite Central,
Y tem distribui¢ao aproximadamente Normal(270,540).

. 0,3483  (utilize o Teorema do Limite Central).

a) P(|5S,-p|20,025)=1-P(-0,025< 15, -p| <0,025) =

n

N
-0,025 P P < 0,025 )Nl ( -0,025 0,025 )7

_P(\/pun—p) \,pun—p) \/pup N W W
:1—2P<O<Z< (ﬁ) .

Note que o é desconhecida. Um limitante superior para essa proba-
bilidade é obtido substituindo-se p por % Para n =900, tal limitante
é1-2P(0<Z<1,5)=0,1336.

b) P(|1s,-4[>0,025)=1-2P(0<z < 295 ) _0,01
) (ln n ,’b| ,025) 2 ( <4< (1/4)/n) 01 <
0,025 0,025 2,58
Pl 0O<Z : =0,495 : 58 =2663.
= ( s (1/4)/n) <:>\/(1/4)/n 2,58 n (002 ) =2

Utilize a sugestao e proceda como no exercicio 29.

Seja (X,),>1 uma sequéncia de v.i. com distribui¢ao comum Poisson(1).
Seja §,, = Z?ﬂ X, cuja distribuicao é Poisson(nli), n> 1.

. _ IOV L . 1 .
Ao e oo Tr = Ju, P(Sy < ) = Jin PGS, < 1) = limg Fy g (1).

Pela Lei Fraca dos Grandes Numeros, %Zf’:l X; L 4, e, pelo exerci-
cio 15, ,ll Z:;l X; i> A. Seja Fx a funcao de distribuicao da variavel X tal
que P(X =1) =1. Como 1 # 1, 1 é ponto de continuidade de Fy e, da
definicao de Convergéncia em distribuicao, resulta que

lim ¢ "+ Y7 W = Jim Fy ¢ (1) = Fx(1). Assim, se 0<2< 1,

n—o0o

. ni (n/l) o ()
nhﬁn(}()e Zko = —l,e,sel>1,1}Lr%oe 200 1 =0.

Para assegurar que a média das medicoes nao difira da distancia verda-
deira por mais de % ano-luz com probabilidade de 0,95, o astronomo
deve fazer n =62 medicoes.

a) Do enunciado, segue que S,, é¢ Poisson(n). Assim, P(S, =n)= %67" n".

b) P(S,=m) =P(n-§<S, sn+d)=P(-5h <t < L)
—P(-5-<z léLr) 2P (-5 <z<0)=
. 2 0 3 .2 1 __1
_\/ZTTI#EZ dx_mwﬁ Sl

¢) De (a) e (b), temos que %efnn" =L donde n!=27e"n
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